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Formules  pour  le  même  objet  ,.cn  n'ayant  point  égard  à  la  mobilité  de  l'orbe 
du  Soleil  f  elles  ne  sont  exactes  qnei  pendant  deux  on  .trois  siècles ,  à 
partir  d'une  époque  donnée ..>...... n^.  a8 

Formules  t{ui  donnent  les  vaiiations  d'obliquité  de.  l'éclipriqué  vraie ,  et  la 
précession  des  équinoxes  snr  ce  plan.  L'étendne  entière  de  la  variation 
de  l'obliquité  de  l'écliptique  est  réduite  par  l'action  dn  Soleil  et  de  la 
Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre,  au  quart  à  peu  près  de  la  valeur  qu'elle 
aurait  en  vertn  d^:se\il  déplaçeqaent'  de  l'orl^  «olaire. , .  • . .     n^*  a9  et  3o 

Formules  qui  déterminent  les  déplf^cemens  de  l'équateur  par  rapport  à  l'é- 
cliptique vraie  et  par  rapport  aux  étoiles,  en  ayant  égard  à  la  fois  à  l'ac- 
tion perturbatrice  dn  Soleil  et  dc.ia  Lnne. ...» ;....<...;     n*  1 1 

Détermination  des  inégalités  qui  lésiiltent  des  déplaeemens  de  1-equatenr , 
sur  la  longueur  de  l'iuioée  tropique  et  jur  la  durée  du  jour  moyen,  a»  3a 
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CoDparaîsoa  ^Jes  formules  précédentes  aux  obseif valions ,  et  ed  particulier 
&  i'obsenrafbon  chnioîse  de  Tcfaeon-Kong ,  faite  i,iôo  ans  avant  notre 
*re.....i...j.;; no»  33,  34,  35  cl  36 

Détermhiatien  exacte ,  dHiprès  la  théorie,  des  dimensions  de  la  petite  ellipse 
imaginée  par  Bràdley  pour  représenter  les  inégalités  du  monvement  de 
Faxe  terrestre ne  37 

ExjjRssions  nnmériqnes  des  variations  séculaires  de  l'année  tropique  ,  du 
jour  moyen ,  et  du  temps  exprimé  en  jours  moyens  solaires.  Ces  deux  der- 
nières Tanafîons  sont  tout-è-fait  insensibles  ,  et  la  durée  du  jour  moyen 
peat  être  regardée  comme  inyaiiable n*  38 

Éqaation  qui  détermine  le  rapport  qui  existe  entre  les  phénomènes  de  la 
précession  et  de  la  nutation ,  et  les  lois  dé  la  densité  et  de  l'ellipticité 
des  condies  de  la  Terre ,  'de  sa  surface  au  centre n*  3g 

Les  résaliats  précédentf^  obtenus  en  regardant  la  Terre  comme  entièrement 
5olide,  s'étendent  an  cas  de  la  nature  où- elle  est  en  partie  recouverte 
d'on  fluide  en  équilibre ,  et  les  lois  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  centre  de  gravixé  sont  exactement  les  mêmes 
que  si  la  mer  formait  une  masse  sdlide  avec  elle np  ^o 


CHAPITRE  V.    Mouvement   de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son 

centre  de  gravité. 


Recherches  des  astronomes  et  des  géomètres  sur  la  libration  de  la  Lune.  Gir- 
coBstancea  particulières  au  mouvement  de  rotation  de  la  Luoe-j  et  qui  obS- 
gnt  de  lui  appliquer  une 'analyse  différente  de  oeUe  que  l'on  emploie  pour 
déterminer  le  mouvement-  de  rotation  de-la  Terre n«  4^ 

Équations  diffîrentielles.  du. mouvementée  rotation  de  la  Lune,  en  n'ayant 
égaid  qu'à  l'action  de  là  Terre  sur  le  sphéroïde  lunaire id**  4^ 

Intégration  deTéquation  qui  détermine  le  monvement  de  la  I<une autour  de 
son  axe  de  rotation -. n*  4^ 

Conséquesices  qui  résultent  de  la  forme  de  aette  intégrale.  La  comparaison 
des  observations  h.  la  théorie  montre  qae  les  effets  qui  résultent  de  l'état 
initial  du  mouvement  ont  tout-à'fint  disparu ,  remarque  analogue' à  celle 
qoei'on  a  faite  relativement  h  la  Tevre.  Les  lois  de  la  libration  conclues 
de  la  théorie  s'accordent^  avec  les  observations  ,  san»  qu'il  soit  besoin,  de 
snpposer  à  l'origine  du  mouvement  une  parfaite  égalité  entre  le»  moyens 
monvemens  de  révolution  et  de  rotation  de  la  Lune °"  44 

Conséquences  qui  résultent  d^  la  comparaison,  des  observations  et  de  la 
théorie ,  relativement  à  la  constitution  du  sphéroïde  lunaire n«  4^ 

Intégration  des  équations  qui  déterminent  le  mouvement  des  nœuds  et  les 
variations  d'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique  fixe,     n*'*  4^, 

47,  48  et  49 

Conséquences  qui  résultent  de  ces  intégrales.  La  coïncidence  des  noeuds  de 
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rëqaatenr  et  de  l*orbite  lunaire,  ce rinyariabilîte'  de  rincUnaison  da  pie*- 
mier  de  ces  plans  à  l^edîptiqae ,  résultent  Pane  de  Fantre  par  la  théorie  de 
la  pesanteur  universelle  ,  et  ne  pourraient  exister  séparément n»  5o 

Expressions  numériques  des  principales  inégalités  qui  a£Eèctent  les  moave- 
mens  de  Téquatenr  lunaire.  Conséquences  que  Pou  déduit  de  la  com- 
paraison de  ces  résultat^  aux  observations  relativement  à  la  figure  de  la 
Lune n**  5i,  Sa»  53,  54  et  55 

Formules  qui  déterminent  les  mouvemens  des  pôles  de  rotation  à  la  surface 
de  la  Lune.  L'axe  instantané  de  rotation  fait  autour  dn|troisième  axe  prin- 
cipal des  oscillations  dont  le  plus  grand  écart  est  de  a'a5* n«  56 

La  coïncidence  des  nœuds  de  l'équateur  et  de  Torbite  lunaires ,  et  Tinvaria- 
bilité  de  Tinclinaison  du  premier  de  ces  plans  à  l'écliptîque ,  subsistent 
malgré  les  déplacemens  séculaires  de  cette  écliptique.  L'influence  du  Soleil 
sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  peut  être  regardée  comme 
iosensible , n«  57 

LIVRE  CINQUIÈME. 
De  lajigure  des  corps  célestes, 

CHAPITRE  I*^.  Formules  générales  pour  déterminer  les  attraction* 

des  sphéroïdes  quelconques. 

La  fonction  qui  exprime  la  somme  des  elémens  du  sphéroïde ,  divisés  respec- 
tivement par  leur  distance  an  point  attiré ,  donne  immédiatement  par  sa 
différenciation,  les  attractions  'do  sphéroïde  par  f apport  à  une  droite 
donnée • n**  i 

La  même  fonction  jouit  encore  d'une  propriété  très  remarquable ,  c'est  que 
la  somme  des  cocfficiens  de  ses  troia  différences  partielles,  prises  par 
rapport  aux  coordonnées  rectangulaires  du  point  attiré,  est  constamment 
égale  à  *zéro ,  toutes  les  fois  que  le  point  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  da 
sphéroïde n»  a 

Équation  h  laquelle  doivent  satisfaire  les  mêmes  quantités  dans  ce  dernier  cas. 
Diverses  transformations  des  formules  précédentes n<**  3  et  4 

Application  au  cas  oh  le  sphéroïde  est  terminé  par  une  surface  sphé- 
riqnc bo  5 

CHAPITRE  II.    Attractions  des  sphéroïdes  terminés  par  des  surfaces 

du  second  ordre. 

IVansformation  des  formules  qui  déterminent  ces  attractions ,  propre  à  faci- 
liter lenr  intégration.   Application   à  l'ellipsoïde n***  6  et  7 
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GoDH^nams  qui  vémlient  dct  mémct  foiiBiilcs ,  dans  le  cas  oà  le  point 
attiré  est  sioië  dans  rinlanear  dn  sphéroïde.  Les  auraclions  de  Pellipsoldey 
paxaUèkmcnt  à  chaqae  axe  ;  sont  ks  mêmes  par  rapport  à  tout  les 
points  situes  daos  on  même  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Un  point  placé 
dans  Pintéricnr  d^nne  couche  cltiptiqne  crense  est  i^ement  attiré  de 
toutes  parts «.... ^ n^  8 

Int^tion  des  formules  précédentes.  Elle  peut  sVffectuer  rigoureusement 
lonqne  l'ellipsoïde  est  de  révolution  ;  dans  les  autres  cas ,  on  la  ramène 
à  de  simples  quadratures  qui  se  réduisent  en  séries  convergentes  lorsque 
PeUipioïde  diffhre  peu  de  la  figure  de  la  sphère no*  9  et  10 

Théorème  important  relatif  aux  attractions  respectives  de  deux  ellipsoïdes 
semblables  et  semblablemeut  placés  sar  les  points  de  leur  surface. .     n^  1 1 

Ce  tbe'oième  a  lieu  pour  une  loi  d'attraction  quelconque  ;  conséquences 
qui  en  ranltent  par  rapport  à  la  sphère.  La  loi  de  la  nature  est  la  seule 
dam  laquelle  une  couche  sphérique  attire  les  points  extérieurs ,  comme  si 
loote  sa  masse  était  réunie   à  son  centre n*  la 

Utilité'  do  même  théorème  pour  ramener  la  détermination  des  attactions 
d'en  ellipsoïde  sur  les  points  extérieurs  à  celle  des  attractions  qu'il  exerce 
sur  les  poinu  placés  à  sa  surface n^  i3 

Les  attractions  de  deux  ellipsoïdes  semblables,  sur  les  points  extérieurs, 
sont  entre  elles  comme  leurs  masses.  Les  formules  précédentes  s'appliquent 
au  cas  oh  le  sphéroïde  est  composé  de  couches  elliptiques  de  densité  et 
d'ellipticité  variables  du  centre  &  la  surface n**  i4  et  >5    / 


CHAPITRE  m.   Des  attractions  des  sphéroïdes  quelconques» 


Dêveloppemens  de  ces  attractions  en  séries  convergentes  dans  le  cas  oh  le 
point  attiré  est  extérieur  au  sphéroïde  et  dans  le  cas  oh  il  est  situé  dans 
l'intérieur  de  ce  corps ■ n**  16  et  17 

Théorème  général  relatif  à  une  espèce  particulière  de  foactions  souvent  em- 
ployées dans  les  recherches  des)  attractions  des  sphéroïdes  et  dans  celles 
des  oscillations  des  fluides  qui  les  recouvrent. n®  18 

Application  des  formules  précédentes  aux  sphéroïdes  très  peu  difierens  de  la 
sphère.  Expression  en  série  des  attractions  de  ce  genre  de  sphéroïdes  sur 
les  points  placés  à  leur  surface.  Relation  très  remarquable  qni  existe  entre 
ces  attractions. , • n**  ig  et  90 

Expression  très  simple  qu'on  en  déduit  pour  le  développement  du  rayon  du 
sphéroïde  en  une  suite  de  fonctions  d'un  genre  particulier.  Théorème  qui 
en  résulte  et  expressions  nouvelles  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
diflSsrens  de  la  sphère  sur  les  points  intérieurs  et  extérieurs  &  leur  sur- 
laee.  Simplification  de  ces  formules,  lorsqu'on  prend  pour  origine  des 
coordonnées  le  centre  de  gravité  dn  sphéroïde n»  11 

Attraction  d'une  couche  à  très  peu  près  sphérique ,  sur  un  point  placé  dans 


xij  TABLE  DES  MATIÈRES. 

son  intérieor  j  coodicion  pour  qne  le  point  soit  paiement  attire  de  tontes 
parts • n*  32^ 

Expression  des  attractions  des  sphéroïdes  pea  dilfêrens  de  la  sphère  ,  et 
composes  de  coaches  concentriques  d'ane  densitë  variable  dn  centre  à  la 
sorface n^  a3 

Moyen  de  rëdnire  Pexpression  donnée  da  rayon  d'an  sphéroïde  pea  diffifrent 
de  la  sphère  à  la  forme  la  plus  appropriée  à  la  détermination  de  ses  at- 
tractions  ...../ no  a4 

CHAPITRE  IV.  De  la  figure  d'une  masse  fluide   homogène ,  en 
équilibre  et  douée  d'un  mouvement  de  rotation. 

Equation  générale  de  l'équilibre;  elle  est  satisfaite  lorsqu'on  snppose  à  la 
masse  fluide  la  figure  d'an  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pAles.  Il  y 
a  toujours,  pour  un  mouvement  de  rotation  donné ,  denx  figures  ellip- 
tiques,  mais  non  davantage  ,  qui  conviennent  à  l'équilibre.  Limite  de  la 
durée  de  la  rotation  au-delà  de  laquelle  l'équilibre  n'est  plos  possible  avec 
une  figure  elliptique • n»*  a5  et  36 

L'équilibre  ne  peut  subsister  avec  une  figure  elliptique  allongée  vers  les 
pÀles no  37 

La  pesanteur  à  l'équatenr  est  à  la  pesanteur  aux  pôles  comme  le  diamètre 
de  l'éqnateur  est  à  l'axe  des  pôles.  Relation  générale  qui  existe  entre  la 
pesanteur  et  la  latitude ,  h  la  surface  de  rellipsoide no*  a8  et  ag 

Pour  une  même  force  d'impulsion  primitive ,  il  n'y  a  qu'une  seule  figure 
elliptique  qui  satisfasse  aux  conditions  d'équilibre  d'une  mfasse  fluide, 
f/axe  de  rotation  est  celui  des  axes  passant  par  son  centre  de  gravité, 
par  rapport  auquel  la  somme  des  momens  des  forces  primitives  était  oa 
maximum n^*  3o  et  3 1 

CHAPITRE  V.  De  la  figure  qui  contaient  à  l'équilibre  d^une  masse 
fluide  homogène  ,  douée  d'un  mouvement  de  rotation  f  et  dont  la 
figure  primitive  est  supposée  très  peu  différente  de  la  sphère. 

Équation  générale  de  l'équilibre  pour  les  fluides  homogènes.  La  compa- 
raison de  cette  équation  à  l'expression  en  série  du  rayon  dn  sphéroïde , 
suffit  pour  démontrer  que  la  figure  elliptique  est  alors  la  seule  qui  con- 
vienne à  l'équilibre n*  Sti 

Variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde  j  elle  est  proportion- 
nelle au  carré  dn  sinus  de  la  latitude.  Relation  remarquable  qui  existe 
entre  les  longueurs  du  pendule  et  les  rayons  du  sphéroïde  terrestre  à 
Téquateur  et  aux  pôles ^«^ n^  33 

Détermination  de  la  figure  d'équilibre  qui  convient  à  une  masse  flaide 
hétérogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation.  Cette  figure  est  encore 
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celle  d'un  ellipsoïde.  Les  vanatiooi  des  rajbns  ce  eelltt  4e»  degrét  dci 
méridien  sont  proportionnelles  aa  carné  da  aÎBiw  de  k  iatîtode.  É^ation 
qui  détermine  la  relation  qui  existe  entre  la  densité  et  Tellipticité  de 
deqoe  coacke.  On  en  conctnt  que  Vaplatissement  de  la  Terre  est  com- 

]^t  entre  les  limites  ^  et  -^,   en  nommant  q  le    rapport  de  la  force 

coririfage  à  la  pesanteur  à  Téquateiir. tfi  34 

Ëpraâon  de  la  pesanteur  et  de  la  longueur  du  pendule  à  la  snrfiicc  du 

sphéroïde.  Relation  importante  qui  existe  entre  leè  Tariations  du  pendule 

à  Féqnateur^et  au  pôle  et  ra{4atissement  du  sphéroïde.. «..»..     n«  35 

Eipression  très   simple  de  la  fonction   qui  détermine  les  attractions  d'un 

^éroîde  recouyert  d^un  flaide  en  équilibre n"  36 

Propriétés  générales  relatives  à  Texpression  du  rayon  des  sphéroïdes  re- 
couTerts  d'an  fluide  en  équilibre;  conséquences  qui  en  résultent  rela- 
dTement   aux  corps  célestes no  37 


CHAPITRE    VI*    Comparaison    de   la    ihéoHe   précédente    aux 

observations. 


Méthodes  diverses  employées  pour  déterminer  la  figure  de  la  Terre*,     n*  38 

Formoles  pour  déterminer  la  figure  elliptique  la  plos  probable  du  méridien 

terrestre,   qni  résulte,  soit  de  plusieurs  degrés  mesurés  à  des  ladtndes 

ttb  distantes ,   soit  d^un  arc  du  méridien  compris  entre  detix  parallèles 

donnés.    Lies  mêmes    formules    conviennent  aiiz  observations  du   peU' 

ddc n«»39et  40 

ipplicaûon  aux  degrés  du  méridien  mesurés  au  Pérou ,  au  cap  de  Bonne  * 
Espérance  y  en  Italie,  en  France  el  en  Laponie.  Les  différences  qu^on 
remarque  entre  les  résultats  qui  supposent  à  la  Terr  e  la  figure  elliptique, 
et  les  observations,  tiennent  en  grande  partie  k  une  erreur  introduite  dans 
la  mesure  du  degré  de  Laponie no  ^i 

La  figure  de  la  Terre  étant  très  irregulière ,  c'est  en  comparant  des  degrés 
mesures  à   des  latiti^irs  très  distantes  qu^on  peut  parvenir  à  déterminer 

avec    exactitude    son   aplatissement.    On   a   trouvé   ainsi  ^  pour  cet 

aplatissement ,  et  5i3o74o'^^'^'  pour  le  quart  du  méridien  terrestre.  Ces 
réraltats  ont  servi  de  base  à  notre  système   métrique n*  4^ 

Détermination  de  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte  de  Tare  du  méridien 
mesuré  en  France  par  Delamhre  et  Méchain, n*  4^ 

Détermination  de  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte  des  longueurs  du  pen* 
dule  observées  en  différentes  contrées  du  globe.  Les  mêmes  anomalies 
qu'on  remarque  dans  les  mesnres  des  degrés  du  méridien,  et  qui  pro- 
viennent des  irrégularités  de  sa  surface ,  se  reproduisent  dans  les  longueurs 
dn  pendule  ,  mais  d''une  manière  moins  sensible n**  44 
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Comparaison  de  la  théorie 'aux  observations  relatÎTement  k  la  figare  de 
Japiter.  L'aplatÎMemeat  de  Jopiter ,  déduit  des  observations  ,  est  compris 

1  5 

entre  les  limites  -  ^  «'  7  9  V^^  ^^^  assigne  la  théorie n»  45 

Limites  que  donnent  les  phénomènes  de  la  précession  des  éqninozes  et  de 
la  nu  talion  pour  Paplatissement  dn  sphéroïde  terrestre.  Ils  indiquent  en 
même  temps  un  accroissement  dans  la  densité  des  couches  de  la  Terre 
de  la  surface  an  centre,  ce  qui  est  conforme  aux  expériences  de  Cavendish 
et  aux  lois  de  l'Hydrostatique. no  46 

Considérations  générales  sur  les  résniuts  dn  quatrième  et  dn  cinquième 
livre , i^^  4? 


NOTES. 


1rs.  Sur  le  mouuement  de  rotation. 

II«.  Sur    l'intégration    des    équations  différentielles  du    mouvement 

elliptique, 
m*.  Sur  les  inégalités  planétaires  des  ordres  supérieurs. 
IV«.  Sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes  d'après  les  obser- 

tentions, 
V«.  Sur  la  détermination  du  prochain  retour  au  périhélie  de  la  co^ 

mète  de  i68a. 
VI*.  Sur  le  plan  invariable  du  système  planétaire. 
Tableau  des  élémens  des  orbites  elliptiques  des  planètes. 


ERRATA. 


Tome  Premier. 


Ptp  78,  iigiM    8y  aalieode  / — «oosy,  lisez  /  *77*cm> 

m,  5y  en  remontant ,  an  lien  de  sin  ^,  lises  sin^i».., 

Ibid.  6,  en  remontant ,  an  lien  de  a  sin  6  sin  ^ ,  lisez  z  tin  6  cos  ^ 

i4af  a»  en  remontant ,  an  lien  de  8În(f  —  pt),  lisez  sin  (^  1"— f) 

ig8,  3y  en  remontant,  an  lien  de  diyisëe,  lisez  divisa 

353,  9,  en  remontant,  anliende  3a'.(a,a'a^,  lisez^aa' ,{a^a')' 

3Gs,  a,  en  remontant,  an  lien  de  (  -^'  j  et  de  T     %   *) ,  Usez 

(m  "  m 

385,  18,  an'lien  de  5r^— 'Su,  HsezSnf^^^n 

433,  an  bas  de  la  page ,  ajoutez  on  tronye  de  cette  manière 
433,  ligne    3,  an  lien  de  a'o',  lisez  a*af* 

438,  ly  en  remontant,  an  lien  de  longitude  et  de. . .,  litez  lon- 

gitude de.  • . 

Tome  second. 


Pigfi  109,  ligne  5,  an  lien  de  ^") ,  lisez  -/^*> 

137,  13,  en  remonttnt,  an  lien  de  poorrait,  lisez  pouvait 
i44i  3»  en  remontant ,  an  lien  de  oos  6,  lisez  coi  c 

336,  3,  en  remonunt,  au  lien  de  4»  H^^*  4/ 


THÉORIE  ANALYTIQUE 


DU 


SYSTÈME  DU  MONDE. 


■*    "■■" 


LIVRE    TROISIÈME. 


Théorie  des  Comètes. 

Jusqu'à  la  fin  du  dix-septième  siècle ,  on  avait  re- 
gardé les  comètes  comme  des  phénomènes  particuliers 
dans  le  système  du  monde  :  Newton  montra  qu'elles 
sont  y  comme  les  planètes ,  soumises  aux  lois  de  la  gra- 
yitation  universelle  ;  et  il  rendit  un  éminent  service  à 
FAstronomie  en  les  rattachant  par  ce  liep  au  reste  de 
notre  système  solaire^  et  à  la  Philosophie  en  dissipant 
pour  jamais  les  vaines  terreurs  qu'inspirait  leur  appa- 
rîtion. 

La  théorie  des  comètes  peut  se  diviser  en  deux  points 
principaux.  Le  premier  a  pour  objet  la  détermination 
de  leurs  orbites  d'après  les  données  fournies  par  l'ob- 
servation ;  le  second ,  celle  des  perturbations  qu'elles 
peuvent  éprouver  par  l'action  des  planètes.  Nous  all- 
ions examiner  successivement  dans  ce  livre  ce^  deux 
grandes  questions  • 

Tome  IL  i 
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CHAPITRE  PREMIER. 
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Détermination  approchée  des  orbites  des  Comètes  • 

I  •  Les  comètes  sont  des  astres  qui  différent  des  pla-- 
nètes  y  non-seulement  par  leurs  apparences  physiques, 
mais  encore  par  la  marche  irrégulière  qu'ils  affectent. 
Elles  parcourent  au  hasard  toutes  les  régions  de  l'es- 
pace y  les  unes  dans  un  sens  y  les  autres  dans  la  direc- 
tion opposée.  Les  plans  de  leurs  orbites  ne  sont  plus 
compris  dans  une  zone  étroite  de  la  sphère  céleste ,  ils 
peuvent  avoir  entre  eux  des  inclinaisons  quelconques  ; 
mais  les  comètes  sont^  comme  les  planètes,  assujetties 
à  la  loi  de  la  pesanteur  universelle,  et  elles  décrivent 
en  vertu  de  ce  principe  des  courbes  rentrantes  dont 
le  Soleil  occupe  un  des  foyers.  Probablement ,  et  Ta-^ 
nalogie  nous  porte  à  le  croire,  les  orbes  des  comètes, 
sont,  comme  ceux  des  planètes,  des  courbes  elliptiques  ; 
mais  ces  ellipses  sont  très  allongées,  et  leurs  grands 
axes  presque  infinis,  puisque  nous  n'apercevons  ces 
astres  que  dans  une  partie  de  leur  cours  lorsqu'ils  ap- 
prochent du  Soleil  y  et  qu'ensuite  ils  disparaissent 
totalement  à  nos  yeux  armés  de  tous  les  instrumens 
que  l'esprit  humain  inventa  pour  en  prolonger  la 
portée.  Ce  ne  serait  donc  qu'une  question  de  pure 
curiosité,  intéressante  sous  le  point  de  vue  analytique. 


/ 
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mais  peu  importante  aux  besoins  de  l'Astronomie, 
que  celle  qui  aurait  pour  but  de  déterminer  les  élé- 
mens  de  l'orbite  d'une  comète,  d'après  les  observa- 
ùons  faites  pendant  la  courte  durée  de  son  apparition, 
si  nous  ne  devions  plus  l'apercevoir  dans  la  suite, 
et  si  elle  avait  abandonné  pour  toujours  les  limites  de 
notre  système  planétaire.  Mais  il  faut  observer  que 
c'est  le  seul  moyen  que  nous  ayons  de  reconnaître  cet 
astre  lorsque,  après  avoir  accompli  sa  révolution,  ilre- 
yiendra  vers  le  Soleil.  Il  ne  faut  pas  en  effet  compter 
pour  cela  sur  ses  propriétés  optiques;  l'étendue  du 
noyau ,  la  chevelure ,  la  disposition  de  la  queue ,  l'éclat 
de  sa  lumière ,  toutes  ces  données  varient  à  chaque 
instant  de  forme ,  de  grandeur  et  d'intensité ,  à  me* 
sure  que  les  comètes  approchent  du  Soleil  ou  de  la 
Terre,  et  les  circonstances  enfin  dans  lesquelles  elles 
se  trouvent  changent  à  chaque  révolution ,  parce  que 
la  matière  si  rare  qui  compose  leur  chevelure  et  leur 
queue  se  dissipe  graduellement  dans  l'espace. 

Cest  donc  en  comparant  les  élémens  de  la  comète 
que  Ton  observe ,  à  ceux  des  comètes  qui  ont  été 
observées  précédemment,  que  l'on  peut  s'assurer  si 
cet  astre  apparaît  en  effet  pour  la  première  fois,  ou  si 
ce  0  est  qu^une  comète  déjà  connue  qui  revient  à  son 
périhélie.  Il  devient  donc  indispensable  de  calculer  ses 
élémens.  Newton  le  premier,  dans  son  admirable 
ouvrage  des  Principes,  a  donné  une  solution  de  ce 
problème,  fondée  sur  des  considérations  géométriques 
^  ingénieuses.  Halley,  par  des  calculs  immenses^ 
l'appliqua  à  toutes  les  comètes  connues  de  son 
temps.  Ce  travail  porta  son  fruit ,  et  ce  grand  astro- 

I. . 
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nome  reconnut  le  premier  l'identité  des  comètes 
observées  en  i456,  i53i,  1607  ^*  i^^  i  résultat 
important  ^  et  qui  valut  un  nouveau  triomphe  à  la 
théorie  de  la  pesanteur  universelle ,  en  montrant  que 
la  marche  des  comètes ,  si  irrégulière  en  apparence , 
est  aussi  certaine  que  celle  des  planètes ,  et  en  mettant 
les  géomètres  à  même  de  suivre  le  cours,  et  de 
prédire  les  retours  futurs  de  ces  astres ,  qu'on  avait 
regardés  jusque  là  comme  des  phénomènes  à  part, 
et  en  dehors  de  toutes  les  lois  qui  régissent  les  autres 
corps  du  système  du  monde. 

La  question  que  nous  allons  traiter  intéresse  donc 
non-seulement  les  géomètres  comme  un  bel  exercice 
d'analyse,  mais  encore  les  astronomes  comme   un 
point  de  théorie  qui  peut  avoir  d'importantes  appli- 
cations. Aussi  beaucoup  d'entre  eux  en  ont  &it  l'ob- 
jet de  leurs  méditations,  et  nous  avons  aujourd'hui 
pour  résoudre  ce  problème  plusieurs  méthodes  qui 
conduisent  par  des  voies  difierentes  à  des  résultats 
également  satisfaisans.  Deux  de  ces  méthodes  méri- 
tent surtout  d'être  distinguées,  comme  étant  pour 
ainsi  dire  les  types  originaux  sur  lesquels  la  plupart 
des  autres  ont  été  construites  ;  ce  sont  celles  que  nous 
devons  à  Lagrange  et  à  Laplace.  Elles  portent  chacune 
le  cachet  particulier  qui  caractérise  l'esprit  de  ces 
deux  grands  géomètres.  Celle  de  Lagrange  semble 
re$sok*tir  plus  analy  tiquement  du  fond  de  la  question, 
et  sa  simplicité  n'exclut  pas  l'élégance  ;  celle  de  La- 
place parait  plus  recherdiée,  et  résulter  plutôt  de 
considérations  fondées  sur  les  observations  que  de  la 
théorie.  Elles  out  l'une  et  l'autre  de  grands  avantages^ 
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leur  application  numérique  est  facile ,  et  leur  usage 
est  aujourd'hui  justement  adopté.  Comme  l'illustre 
auteur  de  la  Mécanique  céleste  à  pris  soin  lui-même 
d'indiquer  les  nombreux  perfectionnemens  que  l'ex- 
périence a  introduits  dans  sa  méthode ,  et  qu  elle  est 
suffisamment  exposée  dans  cet  ouvrage^  nous  présen- 
teroos  ici  sous  des  formes  analytiques  nouvelles  une 
méthode  qui  dérive  fort  simplement  de  celle  de  La- 
grange  f  m^s  qui  évite  une  partie  des  inconvéniens 
que  cell6<-ci  entraînait  dans  les  applications  ^  et  que 
ce  grand  géomètre  aurait  sans  doute  donné  le  moy^n 
d  aplanir  y  si^  toujours  plus  occupé  des  vastes  ques- 
tions de  la  théorie  que  des  embarras  de  la  pratique , 
il  n'avait  dédaigné  d'adapter  ses  formules  à  quelques 
calculs  numériques. 

On  sait  qu'il  suffit  en. général  de  trois  observations 
pour  déterminer  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
ment d'une  comète  i  Cette  question  est  même  suscep- 
tible d'une  solutîoni  rigoureuse;  mais  les.  équations 
finales  auxquelles  lelle  conduit  sont  tellement  com- 
pliquées^ et  d'un;degré  si  élevé  ^  qu'il  serait  absolu- 
ment impossible  d'eu  faire  usage;  aussi  a-^t-on  pris  le 
parti  de  recourir  aux  méthodes  d'approximation  •  Celle 
qu'on  a  généraleéient  adoptée  est  fopdée  sur  la  su^ipoh 
sifion  que  leBol»er?ations  qu'on  emploie  90ciflpeitéioi'< 
gnées  l'une  de  Fautre^  ceqfoi  permet  de  traiter  comme 
de  très  petites  quantités  les  intervalles  de  temps  qui  les 
séparent..ûn  peut  alors^  au  moyen  de  trois  longitudes 
et  de  trois  latitudes  observées  ^  déterminer  tous  les 
élémens  de  rorbitey  savoir  :  l'excentricité,  lalongi^ 
tude  du  périhélie,  et  celle  de  l'époque,  l'inclinafeotti 
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la  longitude  du  nœud,  et  le  grand  axe.  Ce  dernier 
élément  est  le  seul  qui  puisse  laisser  de  Hncertitude  y 
parce  qull  faudrait ,  pour  le  déterminer  exactement , 
connaître  la  durée  d'une  révolution  de  la  comète ,  ce 
qu'on  ignore  presque  toujours  :  mais  on  peut  remar^ 
quer  que  lorsque  la  comète  est  près  de  son  périhélie, 
et  cW  alors  seulement  que  nous  Tapercevons,  l'et- 
lipse  qu'elle  décrit  se  confond  sensiblement  avec  la 
parabole  qui  a  son  sommet  en  ce  point ,  et  qui  est 
décrite  du  même  foyer ,  en  sorte  que  le  mouyement 
apparent  de  l'astre  et  les  résultats  de  l'observation 
sont  les  mêmes  que  s'il  avait  lieu  sur  cette  courbe. 
On  suppose  par  cette  raison,  pour  faciliter  le  calcul  des 
élémens,  que  l'orbite  est  parabolique.  La  solution  du 
problème  contient  alors  une  équation  de  plus  que 
d'inconnues ,  et  l'on  petit  en  profiter  pour  choisir , 
entre  les  diverses  combinaisons  de  ces  équations,  celle 
qui  doit  conduire  à  des  résultats  plus  exacts.  Lors- 
qu'on est  parvenu  de  cette  manière  à  une  première 
connaissance  approchée  de  l'orbite,  en  employant 
trois  nouvelles  observations  séparées  par  des  inter- 
yalles  de  temps  plus  considérables,  on  rectifie  les 
jélémens  que  l'on  a  obtenus  de:  manièpe  à  satisfaire  le 
plus  exactement  possible  à  l'ensemble  des  observa- 
tioi^S'COQinues.  Plusieurs  méthodes  ont  été  imaginées 
dans  ce  but;  celle  que  nous  exposerons  ici  mérite 
d'être  adoptée  définitivement  par  les  astronomes  qui 
j&'oqcupent  de  ces  recherches,  et  qui  doivent  désirer 
d'éviter  les  longueurs  de  calcul  et  la  perte  de  temps  , 
que    les.  autres    méthodes    occasionent    trop   sou-» 

yew<, 
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Après  ces  notions  nécessaires  sur  la  solution  géné- 
rale du  problème ,  nous  allons  en  développer  l'ana- 
lyse; nous  donnerons  ensuite  des  exemples  numé- 
riques qui  faciliteront  l'application  de  la  méthode  que 
nous  exposons. 

2.  Soient  Xy  y^  z  les  coordonnées  de  la  comète  dans 
son  orbite  autour  du  Soleil ,  rapportées  à  un  plan  fixe 
que  nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique  ;  soit 

r=\/a;*+^*+z*  sa  distance  au  Soleil. 
Soient  X  et  Y  les  coordonnées  de  la  Terre  dans 

l'écliptique,  etRss  v/X*+Y*  sa  distance  au  Soleil 
ou  son  rayon  vecteur.  * 

Enfin  désignons  par  ^,  19,  Ç  les  trois  coordonnées 
de  la  comète  rapportées  à  trois  axes  passant  par  le 

œntre  de  la  Terre ,  et  par  f  s=  v'^*+  >i*+  Ç*  la  dis- 
tance de  la  comète  à  la  Terre  ^  en  sorte  qu'on  ait 

jp  =  X+^,  j  =  Y  +  >»,  a  =  Ç.        (1) 

Soient  maintenant  a  la  longitude  géocentrique  de  la 
comète,  et  b  sa  latitude  ;  soit  A  la  longitude  de  la  Terre 
dans  le  même  instant  ;  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

X=R.cosA,  Y  =  R.sinA,  ^s=zf  .cosa.cosb, 
))=/•  sina.  cosé,  ^  =  />.sin6. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (i)  donne-* 

ront 

a:s=:R.cosA»f-/  •  cosa  .cosb, 
jr  =R.  sinA  +  f  «sina  .cœb,y       (2) 
2  =  ^ .  sin  6. 
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Chaque  observation  fournira  trois  équations  sem- 
blables; si  Ton  ajoute  ensemble  lés  carres  de  ceséqua-* 
lions ,  on  en  tire 

r*s=  R*+  aRf .  cos(A  —  a)  •  cps4  +  /■ , 

équation  que  donne  d'ailleurs  immédiatement  le 
triangle  rectiligne  formé  par  le  Soleil ,  la  comète  et 
la  Terre.  En  eflfet ,  si  Ton  nomme  c  l'angle  entre  le 
Soleil  et  la  comète^  ou  ce  que  les  astronomes  appel- 
lent son  élongatiofiy  R  et  f  seront  les  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle ,  et  r  le  côté  opposé  ;  on  aura  donc 

r*=R*~2Rf .  COSC+  f .  (3) 

Or  l'angle  c  a  pour  mesure  l'hypoténuse  d'un  triangle 
sphérique  rectangle  dont  b  et  i8o**— A  +  ^i  sont  les 
deux  autres  côtés  ;  on  aura  donc 

COSC=:  — C0S(A  — a)  .  COSé, 

et  les  deux  valeurs  de  r*  sont  par  conséquent  iden-> 
tiques. 

Les  observations  font  connaître  les  deux  angles  a 
ttb;  l'angle  A  et  le  rayon  R  se  calculent  par  les  tables 
du  Soleil;  les  équations  (2)  renferment  donc  encore 
quatre  inconnues ^  x^y,  zet  p,  et  ne  peuvent  suffire 
par  conséquent  pour  les  déterminer.  Il  faut,  pour  y 
parvenir,  faire  quelque  hypothèse  sur  la  nature  de  l'or- 
bite que  décrit  la  comète  ;  la  plus  simple  est  de  sup- 
poser cette  orbite  parabolique*  Dans  ce  cas ,  on  peut , 
n*  5:i ,  liv.  II;  exprimer  les  coordonnées  de  la  comète 
relatives  à  une  époque  quelconque,  en  séries  ordonnées 
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par  rapport  au  temps^  et  ne  dépendant  que  de  six  quan- 
tités supposées  connues,  qui  sont  les  trois  coordonnées 
de  la  comète  à  une  époque  donnée  et  les  trois  coeffi- 
ciens  différentiels  de  ces  coordonnées.  Si  Ton  substi- 
tue donc  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  elles  renfer- 
meront sept  inconnues  ^  savoir,  les  six  quantités  dont 
nous  venons  de  parler,  et  l'indéterminée /;  mais  chaque 
observation  donnant  trois  équations  semblables ,  si 
l'on  choisit  trois  observations  faites  à  des  intervalles 
de  temps  connus,  il  est  clair  que  les  neufs  équations 
qui  en  résulteront  ne  renfermeront  plus  que  neuf 
inconnues ,  et  suffiront  par  conséquent  pour  en  dé- 
terminer la  valeur.  On  aura  même ,  en  y  joignant 
l'équation  du  mouvement  parabolique,  une  équation 
de  plus  que  d'inconnues ,  et  le  problème  pourra  être, 
avec  ces  données,  complètement  résolu. 

Prenons  donc  trois  observations  séparées  par  des 
intervalles  de  temps  6  et  8^  assez  courts  pour  que  les 
séries  {k)  du  n*  52,  livre  II,  soient  convergentes.  Pre- 
nons pour  l'époque  d'où  nous  comptons  le  temps  /, 
et  qu'on  est  libre  de  choisir  arbitrairement^  celle  qui 
répond  à  l'observation  moyenne;  désignons  par  a?> 
jTjzles  coordonnées  de  la  comète  à  cet  instant,  rap- 
portées au  centre  du  Soleil ,  et  par  ar^ss:^,  ^^=-^y 

z^  =  —,  leurs  trois  coefficiens  différentiels  ;  désignons 

par  o(f  yj^  f  z^f  les  coordonnées  de  la  comète  qui  ré- 
pondent à  l'époque  tzrz — â  de  l'observation  quiapré-* 
cédé,  et  |>ar  x'  ^y  ^z'  celles  qui  répondent  à  l'époque 
^=;d'  de  l'observation  suivante.  Si  l'on  développe  par 


10  THÉORIE  ANALYTIQUE 

la  méthode  du  numéro  cité ,  ces  six  quantités  suivant 
les  puissances  de  8  et  de  8',  on  aura  pour  les  déterminer 
des  expressions  de  cette  forme 

a;*=  va:  +  vx^ ,     a:'=  v'o:  +  u'o:^ , 

2'=  vz  +  vZj ,      z'  =  v'a  +  u'a^; 

les  lettres  v^  n,  v',  u%  exprimant  des  fonctions 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  6  et  de  8% 
qui  renferment  en  outre  le  rayon  vecteur  r  et  les 

quantités  j*=^  et  ^  relatifs  à  Tépoque  i=o.  Les 

valeurs  de  v,  u,  v',  u'  se  détermineront  en  faisant 
successivement  <= — 6  et  ^=fl'  dans  les  fonction&que 
nous  avons  représentées  par  V  etUdansle  n"  Sa^liv .  II. 
3.  Celaposé^  soient  a?,  a,  a!  les  trois  longitudes  géo- 
centriques  de  la  comète,  i",  A,  b'  ses  trois  latitudes^ 
et  f^,  f,  f' les  distances  de  la  comète  à  la  Terre  dans 
chacune  des  trois  observations.  Soient  de  plus  A**,  A, 
A'  les  trois  longitudes  héliocentriques  de  la  Terre,  R% 
R,  R'  ses  trois  rayons  vecteurs  correspondans ,  et 
enfin  X' ,  Y* ,  X ,  Y ,  X' ,  Y'  ses  coordonnées  rappor- 
tées au  centre  du  Soleil,  et  relatives  aux  mêmes 
instans ,  en  sorte  qu'on  ait 

X<>=R^cosA%      X=RcosA,    X'=R'cosA% 
Y°  =  R-  sin  A%      Y  =  R  sin  A,      Y'=  R'  sin  A'. 

En  supposant  de  plus  pour  abréger  : 

m°  =  cosa*cos4*,  7i*=sinfl*cosi*,  ^•=sinô*, 

m   scosa  cosb,    n  =:sina  cosb,     p  =:sin£, 

m'  =  cos  a'  cos  b\    n!  =  sin  a'  cos  b' ,   p'  =  sin  ô^. 
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Les   équations  (2)  donneront  pour  les  trois  obser- 
vations faites  aux  époques  où  l'on  compte  /  =  o> 
/=  —  6,^  =  6' le  systènoe  d'équations  suivant  : 
Pour  la  première  époque , 

jrz=:Y+nf,  >  (a) 

z  —pfi  3 

Pour  la  seconde  ^ 

vx  +  vx^  =  X*  +  m'^ff 

y/  +  ur,=Yo+«7%  \        (b) 

\Z  +VZj  =;?'f°; 

Pour  la  troisième , 

v' jc  +  v'x^  =  X' + m'/,         \ 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  entre  ces  équations 
les  inconnues  qu'elles  renferment  pour  avoir  les  va- 
leurs de  celles  de  ces  inconnues  qui  sont,  nécessaires  à 
la  détermination  de  l'orbite  de  la  comète.  Or  nous 
avons  vu  n"  54  9  livre  II ,  qu'il  suffisait  pour  cela  de 
connaître  les  trois  distances  f  °,  f,  /  et  les  trois  rayons 
vecteurs  correspondans  r^,  r,  r';  en  éliminant  donc  des 
neufs  équations  précédentes  les  six  inconnues  Xfj",  z , 
^nXtfZ^  on  parviendra  à  trois  équations  finales  entre 
f%  f,  /,  au  moyen  desquelles  on  déterminera  leurs  va- 
leurs. Celles  de  /*,  r,  /  seront  données  chacune  par 
une  équation  semblable  à  l'équation  (5)  que  fournira 
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chaque  observation  ^  et  Ton  pourra  par  consëquent 
résoudre  ainsi  complètement  la  question.  C'est  de 
cette  manière  que  Lagrange  a  traité  le  premier  le 
problème  de  la  détermination  des  orbites  des  comètes 
d'après  trois  observations  ;  mais  cette  méthode ,  qui 
semble  d'abord  la  plus  simple^  est  sujette  dans  les 
applications^  surtout  quand  on  veut  pousser  un  peu 
loin  la  précision ,  à  quelques  difficultés  qu'il  nous  a 
paru  convenable  d'éviter  ^  ce  qui  est  aisé  en  choisissant 
pour  déterminer  l'orbite  de  la  comète  les  six  quantités 
Xy  j y  Zf  x^j  j^y  z^y  du  Hcu  dcs  six  quantités  /*,  f, 
f'  y  f*  y  Vy  iK  Nous  avous  vu  en  effet  qu'au  moyen  de 
ces  valeurs  l'orbite  pouvait  être  parfaitement  fixée  de 
grandeur  et  de  position^  et  que  c'étaient  même  les 
données  les  plus  commodes  qu'on  put  choisir  pour 
cet  objet;  nous  prendrons  donc  ces  quantités  pour 
les  inconnues  dont  il  s'agit  de  trouver  la  valeur ,  et 
nous  éliminerons  des  équations  précédentes  les  dis- 
tances f*  y  fy  f  qui  ne  feraient  qu'embarrasser  notre 
marche.  Nous  parviendrons  de  cette  manière  à  la  so- 
lution la  plus  simple  et  la  plus  exacte  peut-être  qu'il 
aoit  possible  de  donner  du  problème  qui  nous  occupé. 
Si  des  équations  (a),  (i),  (c)  on  élimine  les  trois  in- 
connues f^yf^fyOXL  aura 


mzz=zp.  (x  —  X),     nz:=:p.{j  —  Y), 
/w*.  (vz-f-uzj=^*^.(vx+ua;^ — X*), 
n\  (vz+uz^)=/?^  (vj+ur,— Y«),    \  (4) 
/w'.(v'z+u'zj=r;?'.(v'a:+u'a:  — X'),    ^ 

Si  dans  ces  quatre  dernières  équations  on  substitue 
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pour  X  etjr  leurs  valeurs  en  s,  qu'on  élimine  ensuite 
^/  ^J,  entre  les  équations  résultantes ,  qu^on  fasse 
vu' — v'u  =  D*,  et  que,  pour  abréger,  on  suppose 

X'u-XV+Xu"=  L,     Y'u  — YV+Yd"=L', 
00  aura  les  deux  équations  suivantes 

mi'.(m'p''-m'p').z^=lrv'.(m''p-7rq>''').p'-Vv.(m'p-mp'):p'''].- 

Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeurs  de  z  et  de  z^ ,  et 
que  pour  simplifier  on  fasse 

= (in'n  —  TOn')  .  p°  +  («t'^n  —  TO  7»®)  .p  +  (mil*  —  ira"/i)  .  p\ 

on  trouvera 
L\!'zz=z{ny  — /iy)./>.L  — (my — m>0-;^ -L' ,  (5) 

AWu\«^=[vu'.(7i«p-n/>*»)./-v'u.(7ip-n/>')./>^.Ii       )   ./.. 
— [vu^(//^"/>-77^p*).p'-v'u.(/7^/>-my)./)*'].'L^J  '^  ^ 

Si  Ton  élimine  entre  les  six  équations  (4)  les  quatre 
incotinues  çc^  j^j^^  2/  *  et  que  pour  abréger  on  fasse 

X'u.^— ^XV.  ^  4^X/vu'.  îîl— v'u.-,Wm, 

m  711**       ■  \  7»®  771/  '^ 

Xu.  ^  -  XV.  ^:  4-X/yu'.  g-  v'uX)=M', 

iTfc  71*  \  wr  m  / 

on  aura  les  deux  équations  suivantes 
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uci'.(mV-i»'»").a:^=Cvi/.(iim**-m*«).TO — v'u.(iiwi'-ifi'n).  !»•].- 


uu'.  {m^p'^  m'p^)  .xj=:  [rv^Çmp^^my) .  ot'— v'u.(iiip'-j»'p).  i»®]  .- 

+  71»»/»'.  M'. 

Si  Ton  élimiae  entre  elles  rinconnue  z,  on  aura  pour  ' 
déterminer  x^ 

De  même  en  changeant  dans  cette  équation  x^  en  y^ , 
fit  yin^  nJ  QVLn^^n^  n! ,  et  réciproquenient ,  et  en  fai- 
sant pour  abréger 

r.4  -  YV.5+Ï.(W.  5  -V,4)=N  ,1 
Y'o4  -  Y.„'.g  +Ï.(W.  ^  -  V,.|;>=^',f 

on  trouvera  pour  déterminer  jr^ , 

4-  Nous  voici  donc  parvenus  à  exprimer  sous  forme 
linéaire  les  six  quantités  x^jr,  z,  x^^  jr^^  Zj,  qui 
doivent  servir  à  fixer  l'orbite  de  la  comète  en  fonc- 
tion des  quantités  v,  u,  V,  u',  et  de  quantités 
toutes  connues.  Les  valeurs  de  v,  u,  v',  u%  sont, 
comme  nous  l'avons  vu ,  données  par  des  séries  qui 
procèdent  suivant  les  puissances  ascendantes  du  temps 
et  qui  renferment  de  plus  les  trois  indéterminées 
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r,5=-T-et  "T.   Il   faut  donc  connaître   encore   les 

valeurs  de  ces  quantités  ayant  de  pouvoir  faire 
usage  des  formules  précédentes.  Or  la  première  peut 
aôsément  se  déterminer  au  moyen  de  Féquatiôn  (3) 
da  n^  2  ;  en  efifet ,  si  l'on  substitue  dans  cette  équa- 
tion pour  f  sa  valeur  en  z  donnée  par  la  troisième 
des  équations  (a),  qu'on  compare  ensuite  l'équa- 
tion résultante  à  1  équation  (5),  on  aura  deux 
écpiations  entre  les  deux  inconnues  r  et  z,  d'où 
Ton  pourra  toujours  conclure  par  l'élimination  la  va- 
leur de  chacune  d'elles  «  Quant  aux  deux  autres  indé- 
terminées set^;  nous  donnerons  le  moyen  de  faire 

disparaître  la  première  de  ces  formules^  et  la  seconde 
ny  sera  pas  introduite  par  la  substitution  des  valeurs 
de  V,  u,  v',  u',  lorsqu'on  ne  poussera  les,  ap- 
proximations que  jusqu'aux  carrés  du  temps ,  ce  qui 
suffira  dans  presque  toutes  les  circonstances;  nous 
pouvons  donc  ne  pas  nous  en  occuper  ici ,  et  regarder 
les  formules  précédentes  comme  très  propres  à  ré- 
soudre entièrement  la  question  que  nous  traitons. 

Pour  développer  ces  formules,  reprenons  les  valeurs 
deV  et  de  U  données  n°  32,  livre  II.  En  ne  poussant 
l'approximation  que  jusqu'aux  quatrièmes  puissances 
du  temps  / ,  on  a 

En  faisant  successivement  tssi  —  6  et  tz=iB',  on  aura 
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les  valeurs  des  quantités  que  nous  avons  représentée^ 
par  V,  u,  v',  u'.  On  trouve  ainsi ^  en  rejetant  les 
termes  inutiles, 

et  comme  u"=vi3' — v'u,  on  aura 

Pour  donner  à  nos  formules  toute  la  simplicité 
qu  elles  sont  susceptibles  d'acquérir,  il  convient  d'ex- 
primer les  coordonnées  X*,  Y%  X',  Y'  de  la  Terre,  qui 
se  rapportent  aux  observations  extrêmes,  en  fonction 
du  temps,  et  des  coordonnées  X,  Y  relatives  à  l'é- 
poque où  l'on  compte  t=o.  Nous  supposerons  donc 

X«=VXH-UX,,    X'rrzVXH-U'X,, 
Y«  =  VY  +  UY,,     Y'  =  V'Y  +U%, 

en  faisant,   pour  abréger,   X^=-7-,    Y^=-7-  e* 

en  désignant  par  V,  U,  V,  U'  des  fonctions  sem- 
blables à  celles  que  nous  avons  nommées  v,  u,  v',  u', 
et  qu'on  obtiendra  en  faisant  successivement  fc= — ^9 
tz=zff  dans  les  équations  (m) ,  après  y  avoir  changé  r 
en-R  et  ^  en  S  ;  on  aura  ainsi 

*  —  ^  2R3         2R5'  ^   ~~  *        iftS  T^  2fi»' 

n—      fia-  *'  j-Sfl*      ,y     .,       6's    ,S6'i 
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Pour  abréger,  nous  supposerons  dans  ce  qui  va  Suivre 

U"=Vti'  — Vu,    U/=W-.U'u. 

Les  valeurs  précédentes  donneront  donc 

\(6^^  — 9')     /i         ï  \ 

— g       '•V~Rv' 


U"= 


et  par  suhe 

„W=?2^<î±2.(i,-,i,)-«::fcî),.(^-è). 

Nous  supposerons  de  plus 

» 

Mais  dans  ces  quantités  nous  n'aurons  besoin  que  de 
considérer  ] es  termes  du  troisième  ordre;  ou  trou- 
vera ainsi 

/-«' .  (8-0)3  6-3-63    ey.(fl--8)      _ 

i'où  Ton  tire 

D  ne  s'agit  plus  que  de  substituer  à  la  place  de  X** , 
*%X',  Y'  et  des  quantités  v,  u,  v%  etc.,  leurs  va- 
leurs dans  les  fonctions  que  nous  ayons  désignées  par 
L,L',M,  MSNetN'. 
5.  Nous  considérerons  d'abord  le  cas  particulier  où 
Tome  II*  2 


/ 
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les  observations  sont  supposées  faites  à  des  intervalles 
de  temps  égaux ^  parce  (jue  les  formules  qui  résultent 
de  cette  hypothèse  acquièrent  une  grande  simplicité  j 
et  qu'on  peut  d'ailleurs,  y  ramener  le  cas  général  en 
calculant  trois  observations  équidistantes  par  des  in- 
terpolations faites  entre  les  observations  données. 

Si  Ton  remplace  XP,  X%  ¥•  ^  Y'  par  leurs  valeurs  , 
les  expressions  de  L  et  L'  deviennent 

L  =  (u'— U'O.X  +  U/.X,, 
Dans  le  cas  particulier  où  6  =  6'^  on  a 

€*  U/=  o.  Si  pour  abréger  on  fait  ^  —  ^  ==  ^,  on 
aura  par  conséquent 

L=— flVX,    L'=  — fl'trY. 
On  trouverait  de  la  même  manière 

Si  dans  cette  équation  on  met  pour  V ,  V,  U ,  U',  v, 
v%  u,  u'  leurs  valeurs  et  qu'on  néglige  les  termes  du 
cinquième  ordre  et  des  ordres  supérieurs  ^  on  trouve 
aisément 


M 


-T(è+i)-^+^-(S-é)-^r 
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Oo  aurait  s^mblablçment 

»=-T-(5+ë)''+«--©-è)-^.. 


» 


2       Vu'     '    nj    '  Vn"        n'/       ' 

Si  l'on  substitue  pour  L  et  L' leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation (5) ,  qu'on  reivplace  ensuite  2  par  sa  valeur 
dans  les  deux  premières  équations  (4) ,  on  aura 

.T= X-f  ^ .  [(«y — »y  ) .  W.X— </»•/?'— n»';»») .  OT .  Y], 


^'=^'+â 


Les  trois  équations  (6) ,  (7),  (9) ,  en  substituant  pour  L , 
L',  M,  M',  N,  N',  leurs  valeurs,  donneront  cje  même 

/ — [(to>— mp') .  m°+  (/7i>  —  mp°) .  m'] .  Y  J 

'  ""       -02  '•)  I 

^— [(m  p— Tîip')  .p*»4-rj»*>p  — twip")  .pT  .T, 

Si  l'on  remplace  maintenant  dabs*  ces  formules  les 
lettres  m<>,  /ï"*,  /?°,  ?7i,  »,  ;?,  /»',  V^p'par  les  valeurs 
qu'elles  représentent,  et  que  podi'  al)Tfég(fr  Oit  fiasse 

2.  . 
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C  =  tang*  .  sin(A  —  a')  —  tangè' .  sîa(A  —  a) , 
C  =  tangb' .  sin (A— a^)  —  tang b^ .  sin  (A  -^  a'),  ^(c) 
C=tangJ^.sm(A  — a)  —  tang*  •  sin(A  —  a^), 

et 

D=tangô* .  8îii(a'-a)  +-tang6 .  8m(a«-a')+taiigy .  8in(a--û°) ,  (D) 

ce  qui  donne 

A  =  —  cos  J*  cos  b  cosi' .  D; 
/ 
qu'on  substitue  pour  X  et  Y  leurs  valeurs 

X  =  R.cosA,     Y  =  R.sinA, 
on  trouvera  après  des  réductions  faciles 


z  = 


Ml 

aD 


.Ctang*^ 


(A) 


ar,=  X,H-5g  .(C»cosa«»  — C'cosa'), 
jr,=  Y,H-^  .(Cosinao-C'sin^), 
z,=  ^   .(C'tangA--C'tangi'); 

formules  d'une  simplicité  remarquable.  En  leur  joi- 
gnant réquation  (5)  du  n^  2,  on  aura  tout  ce  qui 
est  néciessaire  à  la  ^éterminatjon  des  valeurs  des  six 


,• .  ^ 


quantités  a?,  jr,  ,9t^ifJi>  «< 
6.  Si  Fou  siJ^tae  dans  la  ti 
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fsin b,  et  pour  <r  la  quantité  qu'elle  représente^  cette 
formule  donnera 

Ed  faisant  donc^  pour  abréger , 

,  Bl'C 

on  aura  pour  déterminer  les  inconnues  f  et  r  les  deux 

équations 

r*=R»— f.(2RcosC)+fV  ) 

On  pourrait  éliminer  entre  ces  équations  lune  des 
inconnues  quelles  renferment;  en  substituant^  par 
exemple  y  dans  la  deuxième  à  la  place  de  f  sa  valeur^ 
on  parviendra  à  une  équation  finale  du  huitième  de- 
gré en  r,  mais  qui  s'abaissera  d'eUe^mème  au  septième. 
Cette  équation^  résolue  par  approximation ,  donnera  la 
valeur  de  r  ;  mais  il  est  plus  commode  dans  les  appli- 
cations de  conserver  les  deux  équations  (B)  y  et  de  dé- 
terminer simultanément  la  valeur  de  f  et  de  r  par  la 
méthode  ordinaire  des  fausses  positions. 

Quand  les  valeurs  de  f  et  de  r  seront  connues^  on 
aura  aisément  celles  des  six  quantités  a?, ^,  z,  ^ifTi% 
2,  par  les  formules  (A) ,  et  l'on  en  conclura  celles  des 
elémens  de  l'orbite  par  les  formules  du  n®  29 ,  livre  II. 

7.  Le  grand  axe  est  donné  par  l'équation 
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Si  Ton  Bap{K>s€|  que  l'orbite  de  la  comète  est  une  pa- 
rabole, on  aura  -  =  o ,  et  Tëquation  précédente  de- 
viendra 

^=^x;+jr;+z;.  (n) 

Qn  aura  ainsi  une  nouvelle  équation  qui  pourra 
servir  à  déterminer  le  rayon  vecteur  r  ou  à  vérifier 
les  valeurs  obtenues  par  les  formules  précédentes.  U 
sera  bon  de  l'employer  à  la  place  de  l'équation  (lo), 
parce  qu'elle  a  l'avantage  de  ne  pas  contenir  la  quan- 
tité D  qui  est  très  petite  du  troisième  ordre  par  rap- 
port à  l'intervalle  de  temps  6 ,  comme  nous  le  ferons 
voir  plus  bas,  de  sorte  que  les  erreurs  des  observa- 
tions peuvent  avoir  sur  elle  une  influence  sensible. 
Four  la  faire  disparaître  de  même  des  formules  (A)  ^ 
je  remarque  que  l'équation  (lo^  donne 

Les  trois  premières  équations  (A)  deviendront  donc 

ainsi 

^  zs  X -f- f  hCds  iftCOS  a^        \ 

^  =  Y  -f-  f.cosb.eiaa,        \    (12) 

z  es  f.ma  à,  ) 

m 

fAcKLTS  qui  CôSttddent  d'ailleurs  aVec  treUes  "du  n*  3> 
et  les  trois  dernières  donneront 

ap,  =:  X/  -4-    •'  ^   .  (C*  cos  a' — C'cosa'), 

^,  =  Y,  4-  ^-^.(Osma'-C'sma'),    ^(,3) 

z,  s=  l^.<C»tangi'— C'tang*'). 
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Si,  pour  abréger  y  on  suppose 

F  =  ^.(C«cos«*-C'cosfl'), 
G  =  ^.(Csm  «•—  C  MU  d\ 


"S 

les  valeurs  précédentes  deviennent 


H=  ^.<C<>Uug*o-Ctang6'), 


jr,  =  Y, +G.f,       \      (i4) 

Si  Tou  élève  au  carré  c)iacaiie  de  ces  valeurs ,  et 
<{a'(m  la  sufartîtue  eoBuite  dans  Téquation  (  1 1  )  »   on 

aura  ;  .  . 

*  ■  > 

Cette  équation^  jointp  à  Tcqnatioii 

r*  =  R^  —  f  .(aRcos  c)  +  p* ,         (i6) 

que  Ton  obtient  en  ajoutant  de  même  les  carrés  des 
yalears  de  x,jr,  z^  servira  à  déterminer  les  deux  in^ 
connues  f  et  r. 

Si  entre  ces  dêiix  équations  on  ^miilait  r  ou  f  ^ 
f  éqoatifm  résultante  serait  du  sixième  degré  ;  mais , 
comme  nous  Favons  dit,  il  v^ut  mieux,  pour  les  txp^ 
(iicàiions,  laisser  ces  équations  Sous  cette  £^rnae ,  et 
^  résoudre  par  ks  méthodes  ordinaires  d'«pproxi<* 
Dïation. 
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♦ 

Pour  diriger  les  premiers  calculs ,  remarquons  que 
la  seconde  de  ces  équations  peut  se  mettre  sous  cette 
forme , 

r*  =;5Rrsîn\C  +  (p  ~R  cos  ey  ; 

par  conséquent  r  est  toujours  plus  grand  que  R  sin  c. 
Désignons  par  S  la  valeur  minimum  de  la  fonction  qui 
forme  le  second  membre  de  l'équation  (i  5),  (valeur 

qui  répond  à  la  supposition  de  f  =  p,^  j^A  la 
fraction  -  sera  plus  grande  que  S  ;  on  aura  donc  à  la 

fois  r  >  R  et  r  <  ^.  Il  suffira^  avec  ces  limites,  de 

quelques  essais  pour  satisfaire  aussi  exactement  qu  on 
voudra  aux  équations  ( 1 5)  et  ( 1 6), 

Lorsque  les  valeurs  de  r  et  de  /  seront  connues , 
on   aura  innnédiatement  celles   des   six    quantités 

^fj'f  ^9  ^19  y  19  ^i9  ^^  moyen  des  équations  (12) 
et  (i5);  et  c'est  un  des  principaux  avantages  delà 
méthode  que  nous  venons  d'exposer ,  qu'elle  réduit 
au  plus  petit  nombre  possible  les  équations  qu'on  est 
obligé  de  résoudre  par  tâtonnement ,  de  manière  que 
les  inconnues  qui  y  entrent  une  .fois  déterminées,  les 
autres  inconnues  du  problème  s'en  déduisent  d'unq 
p^anière  facile  par  des  formules  rigoureuses. 

8*  U  tie  nous  reste  plus,  pour  faciliter  l'usage  des 
formules  précédentes,  qu'à  montrer  comment  se  cal- 
iml^nt  les  différentes  ^quantités  coi^nues  qu'elles 
renferment,  et  qui  dépendient,  sèit  des  lieux  dti  So-? 
leil  dans  l'écliptique ,  soit  des  données  l'observ^tioa. 
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Commençons  par  les  premières.  Les  tables  du  So- 
leil feront  connaître  le  rayon  yecteiir  R,  et  la  lon^ 
gitude  de  cet  astre  pour  Fînstant  qui  répond  à  Tob- 
senration  moyenne.  Si  de  cette  longitude  on  retranche 
deax  angles  droits  ^  on  aura  la  longitude  correspon- 
dante de  la  Terre  ou  Tangle  A.  Quant  aux  quatre 
quantités  X ,  Y,  X^  ^  Y^ ,  qui  dépendent  du  mouye* 
ment  de  la  Terre  dans  son  orbite ,  les  deux  premières 
86  calculent  sans  difficulté ,  puisqu'on  a 

X  =  R.cosÂ,  Y  =  R.sinÂ.      {h) 

Soient  maintenant ,  pour  une  époque  quelconque, 
peu  éloignée  de  celle  de  l'observation,  e  l'excentri- 
cité  de  Torbite  terrestre  et  cû  la  longitude  de  son 
périhélie;  désignons  par  u  la  longitude  héliocen-^- 
trique  de  la  Terre ,  par  r  son  rayon  vecteur ,  et  par  a: 
et/  ses  deux  coordonnées  rectangulaires.  L'origine  de 
ces  trois  dernières  quantités  étant  au  centre  du  Soleil^ 
Qoaura 

x=:r.  cos  p  ,    jr  =  r .  sin  j' , 


^ 


d'où  Von  tire,  en  différenciant , 

dx  •  rdff    .  dr 

5.  =  -.sm...-^-f-cos*'.^, 

dy  rdp     ,       •  dr 


(*) 


L'équation  de  l'ellipse,  en  prenant  pour  unité  » 
n*  2!x ,  livre  II ,  la  moyenne  distance  du  Terre  au 
Soleil,  donne 
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#• 


et  en  différenciant 

ai~       i—*»       •"&"• 

Un  a  d'ailleurs  y  par  la  nature  du  mouvement  ellip- 
tique n^  20  f  livre  II , 

^ j/i— g' 

par  conséquent 

dr  ^^^^  e .  sin  {y  —  •)        rdif 1/  i  —  «* 

dt  ^  i  •— €*    ^      dt  .  r        * 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (A:);  et 
qu'on  suppose  ensuite  ^  =  o ,  ce  qui  donne  (^  c=s  A  ; 
r.=  R^  on  aura 

Xyi — «'.sinA    ,    e.sin(A  —  «).C08A 
Y   y/ 1  —  g'  «  cos  A    ,    «  .  sin  (A  — •)  .  sin  A  • 

Ces  équations  jointes  aux  équations  (h)  donneront 
les  valeurs  des  quatre  quantités  X,  Y,  X^,  Y^j  on  en 
tire  aisément 

relations  qui  nous  seront  utiles  dans  ce  qtd  va  suivre, 
et  qui  d'ailleurs  résultent  directement  des  formules 
différentielles  du  mouvement  elliptique. 
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Si  l'on  négligie  lô  cube  de  r^excentricité  de  l'orbe 
terrestre,  qui  est  une  très  petite  quantité^  on  aura 

X^==  —  (  ■  ~  *    )  •  sin  A  -f-a.  sînfA  —  ûI)  .ces  A,) 
ï/=      l — R^~)  •cosA-f*e.sin(A  —  û>).sîaA.j 

Ces  formules  donneront  avec  une  exactitude  suffisante 
les  valeurs  de  X,  et  Y^,  lorsqu'on  y  aura  substitué  pour 
eeicd  les  nombres  que  ces  lettres  représentent ,  et  qui 
dependeqt  de  lathéoriede  la  Terre.  Ainsi,  par  exemple, 
Texcentricilé  de  Forbite  terrestre  au  commencement 
de  1801  était  de  o,oi6853i8,  et  la  longitude  du  pé- 
rihélie à  la  même  époque  était  de  gg^So'S'';  on  aura 
donc  potir  les  temps  voisins  de  cette  époque 

û^=99«5o'5^   lôg-('-:^')  =  9. 9999584  — logR. 

L'exoevtrâdté  e  diminue  de  o,oooo4i 8019  par  siède,  et 

la  longitude  a»  augmente  de  t 'J'  k  peu  près  par  an  • 

Ëafin^  ùtk  peut  observer  qu'en  Tertû  des  équalions 

(I  —  -  «*\ 
— ~—  jet  e.  i5in(A  —  û>) 

la  relation  suivante , 


■i  >,av4 


Si  l'onL  voulait  négliger  leorré^de  l'excentricité  de 
IWbite  terrestre^  ce  qu'on  peut  «e  |>emiettre  sans 
^n«iir  seunble,  le  calcul  des  quantités  X,  et  Y,  en 
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deviendrait  encore  plus  simple,  et  pourrait  mrâaese 
faire  îmmédiatemeat  en  n'employant  que  les  données 
des  tables.  En  efiet ,  soit  R'  le  rayon  vecteur  de  la 
Terre  lorsque  sa  longitude  Â  augmente  d'un  angle 
droit ,  on  aura 

I  — e.  sm.  (f^  ■"•) 

d*où  Ton  tire 

e  .  sm  (p  —  a)  = ^ — . 

On  aura  donc  simplement ,  en  omettant  les  termes  de 
l'ordre  e% 

X^  =  — .  ^ .  sin A  4-^-^i^  •  cosA, 

Y,  =       ^ .  CQs  A  +(--57--)  •  sin  A. 

La  détermination  des  quantités  C^,  C^  C^  F,  G^  H, 
qui  dépendent  des  observations ,  n'offrira  aucune  dif-* 
ficulté  d'après  la  forme  très  simple  que  nous  leur  avons 
donnée;  il  suffira  d'y  substituer  pour  a^,  b^,a,  hya\ 
V  les  valeurs  des  trois  longitudes  et  des  trois  latitudes 
observées. 

Quant  à  l'expression  du  temps  qui  entre  dans  les 
formules  précédentes,  il  faut  remarquer  qu'ayant  pris 
pour  unité  la  moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil, 
le  temps  doit  être  représenté  par  les  arcs  du  moyen 
mouvement  solaire/  conformément  à  ce  que  nous 
avons  dit  n^  23,  livre  IL  Si  Ton  suppose  donc  que  les 
intervalles  6  sont  donnés  en  jours  et  en  parties  déci- 
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maies  du  jour  temps  moyen,  comme  cela  a  lieu 
ordinairement,  il  faudra,  pour  l'homogénéité  des  for- 
moles,  multiplier  6  par  Tare  que  parcourt  en  un  jour 

le  Soleil  en  vertu  de  son  mouvement  moyen ,  cet  arc 
étant  lui-même  réduit  en  parties  du  rayon.  L'année 
sidérale  est  de  365^,  25638  ;  si  l'on  représente  par  ^  le 

rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ogg  g^og  sera 

l'arc  du  moyen  mouvement  du  Soleil  en  un  jour,  par 
leqael  on  doit  multiplier  le  temps ,  c'est-à-dire  qu'il 
faudra  ajouter  au  logarithme  de  0 ,  exprimé  en  jours 
moyens,  le  logarithme  constant  8,255582i. 

9.  La  forme  des  valeurs  précédentes  de  X^  et  de  Y^, 
permet  de  faire  subir  aux  formules  (i4)  et  (i5)  quel- 
ques modifications  qui  rendent  leur  usage  encore  plus 
commode.  En  effet,  si  l'on  suppose 

P=^.  [C^sin(A  — a-)~C'sin(A  — aO], 
Q=2g* .  [C«cos(A  —  a«)  —  C'cos(A—  a')], 
H=;?^ .  [C-tangi--  Ctangil, 

les  valeurs  de  x^y  y^j  z^,  pourront  prendre  cette 
forme 

x^  =  X^-f-(PsinA-f-QcosA),  f, 
X==Y/  —  (PcosA  —  QsinA).  f, 
z^  =  H.f. 

£n  substituant  dans  ces  expressions,  à  la  place  de  X^ 

^Y^y  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (/),  on 
aura 
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i-a^ 


(I  Jtf'\ 
P.C g-^^l'SinA+tQ.ç— #.sin(A— «jJ.cosA, 

j'^ïss—  Tp.ç ~*    J.cosA-f-CQ*C"~g»sin(A. — «f)J,8În  A/^* 

^=      H.c. 

Si  l'on  élève  au  carré  ces  valeurs  ^  et  qu'on  les  ajoute, 
l'équation  (il)  deviendra 

Cette  équation  y  jointe  à  la  suivante  ^ 

r*  =  R*  —  /.(sR  cos  c)  +  f •,         (iç() 

donnera  la  valeur  des  inconnues  ^  d'où  dépend  la  dé- 
termination des  six  quantités  ^ ,  7",  2 ,  ^sfJu  ^r 

C'est  à  ces  dernières  formules  qu'il  ccMivîent  de 
s'arrêter,  comme  étant  les  plus  simples  que  l'on 
puisse  employer  pour  les  applications  numériques. 
Les  quantités  P  et  Q  sont,  comme  on  voit^  aussi 
faciles  à  former  que  les  quantités  F  et  G  que  nous 
avions  introduites  dans  les  formules  (14)  et  (x5)i  et 
leur  emploi  offre  l'avantage  qu'il  dispense  de  faire  un 
nouveau  calcul  pour  déterminer  X/et  Y^.  Au  reste, 
comme  ces  formules  ne  différent  entre  elles  que 
par  leur  forme  ^  ce  que  nous  avons  dit  sur  l'usage 
des  premières  s'applique  identiquement  aux  se- 
condes. 

Enfin,  pour  faciliter  autant  que  possible  les  opé- 
rations du  calculateur ,  tious  remarquerons  que  ^ 
comme  on  est  libre  de  choisir  à  volonté  la  ligne 
d'où  l'on  compte  les  longitudes  sur  le  plan  de  Vé-^ 
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diptiqae,  on  peut  prendre^  pour  cette  droite,  le 
rayon  mené  de  l&  Terre  au  Soleil  à  l'époque  de  l'ob- 
servation moyenne  ;  on  aura  la  longitude  de  la  comète, 
par  rapport  à  cette  ligne ,  en  retranchant  l'angle  A 

de  chacune  des  longitudes  a®,  a,  a\  On  détermi*- 
nera,  au  moyen  de  ces  longitudes  factices,  les  va- 
leurs de  X,  j,  z,  Xf,  jj,  2,,  et  il  suffira,  pour  en 
déduire  les  élémens  de  l'orbite  relatifs  l'équinoxe 
vraie,  d'ajouter  l'angle  Â  à  toutes  les  longitudes  qui 
en  r^lteront.  Or,  l'hypothèse  précédente  dontie 
A  =7  0,  et  par  conséquent,  sin  Asro  et  cos  A=  i. 
Les  valeurs  des  six  quantités  a:,  jr,  z,  oc^jjr^,  z^, 
se  réduiront  ainsi  à  cette  forme  très  simple , 

a:=R+  f  .  cos(A  —  à),  cosi, 
j'  =s     — /  .  sin  (A  —  a)  .  cos  i, 
z  =:  p.sini, 

x'=      [Q.f— e.sin(A— û>)],      ^   (^o) 

Quant  aux  fonctions  que  nous  avons  désignées  par 
C%  C,  C,  D,  et  aux  quantités  F,  G,  H,  ou  P,  Q,  H 
<pi  s'en  déduisent ,  il  est  visible  qu'elles  ne  changent 
pas  de  valeur  par  la  transfoi^mation  précédente ,  et 
({u'elles  pourront  servir ^  dans  tous  les  cas,  de  quelque 
inanière  qu'on  les  calcule. 

10.  Voici  donc,  en  résumant  ces  différens  résultats , 
la  marche  la  plus  simple  à  suivre  pour  détermine!^, 
d'après  trois  (Nervations  équidistantes,  l'orbite  d'une 
^mète.  Connaissant  les  trois  longitudes  ip,  a,  a'  et  les 
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trois  latitudes  correspondantes  6*,  b^  V  de  la  comète  ^ 
ainsi  que  la  longitude  A  de  la  Terre  dans  son  orbite ,  et 
le  rayon  vecteur  R,  relatifs  à  l'observation  moyenne, 
on  commencera  par  calculer,  les  trois  quantités  C% 
C,  C  par  les  formules  (C),  et  Ton  déterminera, 
par  leur  moyen ,  les  trois  quantités  P ,  Q ,  H.  Oa 
fqrmera  ensuite  les  équations  (i8)  et  (ig)^  et  en  les 
résolvant  par  approxî^mation ,  on  aura  les  valeurs  de 
r  et  de  f  y  à  l'aide  desquelles  on  trouvera  celles  des 
six  quantités  x^j^Zy  x^^jr^y  z^y  fiar  les  formules  (17) 
ou  (20).  Ces  quantités^  une  fois  connues^  les  élé- 
mens  de  l'orbite  seront  donnés  par  les  formules  du 
n'ag,  livre  II. 

Il  ne  faudra  pas  perdre  de  vue,  lorsqu'on  fera 
usage  des  formules  précédentes,  qu'elles  ne  sont 
exactes  qu'aux  quantités  près  de  Tordre  0',  et  que 
par  conséquent  les  intervalles  de  temps  doivent  être 
assez  courts  pour  que  les  séries  (m)  soient  conver- 
gentes ,  sans  cependant  être  trop  resserrés ,  parce  qaCf 
dans  ce  cas,  le  mouvement  géocentrîque  de  la  co- 
mète étant  trop  petit,  les  erreurs  des  observations 
ont  une  plus  grande  influence  sur  les  résultats.  En 
prenant  généralement  des  observations  dont  les  deux 
extrêmes  soient  séparées  par  un  intervalle  de  temps 
qui  n'excède  pas  dix  à  douze  jours ,  on  satisfera  à  la 
première  condition  sans  tomber  dans  l'inconvénient 
d'opérer  sur  des  observations  trop  rapprochées. 

1 1 .  Puisque  le  problème  de  la  détermination  de  l'or- 
bite parabolique  des  comètes  contient  en  général  plus 
d'équations  que  d'inconnues ,  il  est  clair  qu'on  pourra 
donner)  pour  le  résoudre,  une  infinité  de  méthodes 
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en  combinant  de  différentes  manières  ces  iéqùatîons 
entre  elles*  Tontes  ces  méthodes  donneraient  des  ré- 
sultats également  egta{;ts>  si  l'on-ponvait  compter  «sur 
les  données  fournies  par  Tobservation;  mais  comme 
leur  précîsioti' n^est  jamais  rîgou+euse,   fl  faûdî^â', 
parmi  les  combiuaisons  qu'on  peut  faire  des  équations 
primitives  du  problème  ^  choisir  celle  qui  emploie 
le  moins  de  cesrdsCKiqées  y  et  qui.>  par 'Conséquent ,  est 
pins  exempte  que  les  autres  d^s  ;ëiiFèurs  :dJ9s  observa*^ 
tions.  Il  est  bon ,  pour  éclairer  cette  question ,  de 
faire  quelques   remarques  inr  là    sîgpifîc^tipti .  des 
quantités    que    nous    avons   désignées  par  r£^,    G*, 
C,  C.  Considérons  y  pour  cela^  le   triangle .  spbé- 
rlque  formé  par  les  arcs  de  grand  cercle  qui -joi- 
gnent les  lieux  de  la  comète  dans  les  trois  obser- 
vations données;  soient  C'C,  C**C%  CG%  les  trois 
cotés  de  ce  triangle';  et  désignons  parC,'C,''€!®  les 
angles  respectivement  opposés.  Lès' trois  quantités 
m%  71%  p"*  représentent  les  cosinus  de  ^  L'angle  que  fedt 
le  rayon  /**  mené  de  la  iTerre  à  la  comète  avec  les 
trois  axes  coordonnés;  les  quantîtés:/fr/7î,^'^  et  m',  n',p^ 
i^résentent  les  mêmes  cosinus,  rçjia^ti^.^  la  seconde 
et  à  la  troisième  observation;  on  aura  donc  par  les 
théorèmes  connus , 

cos  (0>C) = m^m  +n^n+p^p ,     cos  (C«C)  =  /i^W-f  n'^rZ+p^p' 

cos  (CQ')  =  mm^nn-^pp^ , 

Ott  bien,  en  remplaçant  dans  ces  équations  7w%  n*, 
P%  etc.,  par  leurs; valeurs  n*"  5,        -^  •     . 

Tome  U.  3 
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005 (C*C)=scos  (a^* — a  )cos b° cos b  +siaÂ*$m b , 
COs(GCi  )B=icos(a-r-a')cosi  cosA^-rf-sîa*  sinA', 
008  (C^C*)  =5  cos  {al  -r-  a*»)  cos  b^  cos  A'+  sin  A**  sin  V  • 

I\epriçilO](]^  ms^in tenant  la  yaleiir  de  A  ^  numéit)  cité, 

« .       • 

Si  Ton  élève  an  carre  cette  quantité  ^  on  pourra 
écrire  ainsi  le  résultat 

—  (/»»+  »»+/>•) .  (/»^»»'+  /»^//+  />V)* 
'  —  (ro'»+  a'S-/*)  •  (w'^a  4-  »°/>  +/>"/>)% 

équfitiov  cpi  $e  vérifie,  en  e(fçt,  en  la  disveloppant. 
Qr,  ofL  ^,  caxtre  Içs  quantité  m^,  /z'^  />%.  etc*,  ces 
éqp^tîons  àe  condition 

on  auF^  dçpc  simpjteDgient , 

A*=  i+2.cds(C"C).cos(C*C0.cos(CC') 

— cos*(C^C)— cos*(C«C) — cos-ÇCCO- 

On  a  d'ailleurs ,  n«  5 ,  D  == rr-^ r.-  Oa 

cos  6^.  çoi 6. cos 6 

voit  donc  que  )a  quantité  D  n'est  qu'une  combinai^ 
son  particulière  des  élémens  du  triangle  C^CC  inter- 1 
oepté  sur  la  siirface  d,e  la  ^pbè^e  par  les  |;rois  liei;ix  de  \ 
la  comète,  et  qui  résulta  entièrement  des  observatjioiis* 
On  peut  donner  à  la  valeur  de  A  une  autre  forma 
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qui  a  Favantage  de  montrer  de  quelle  manière  cette 
quantité  participe  aux  erreurs  dont  elles  sont  affeer 
tées.  Pour  cela ,  remarquons  que  langle  C*  du  triangle 
C'CC  étant  opposé  au  côté  CC,  on  a 

cas(C(r) =cos  (C»C) .  cos  (C^C)  +  sîn  (C»C) .  »in  (CC) .  sîu  C*. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  daiis  Fexpressîon  de  A* 
et  qu'on  extraie  la  racine  carrée /on  trouve 

A  =  sip  (pC) .  sin  (C-C) .  sinC' , 

équation  pu  Ton  pe{it  d'ailleurs  changer  C*  en  G  ou 
C'en  C,  et  réciproquement. 

Il  est  évident  maintenant  que  si  les  observations  sont 
très  rapprochées,  comme  on  lest  cibligé  de  le  support 
pour  faciliter  la  déterfuination  des  or})ite^  des  coniète$j| 
les  arcs  C^'C  et  CH]'  çeron^  fort  petits  et  l'angle  C* 
différera  peu  de  deux  angles  droits.  La  quantité  A,  c^ 
par  conséquent  D,  sera  donc  une  très  petite  quantité 
du  troisième  ordre  ^ur  laquelle  les  erreul^  des  obser- 
vations auront  la  plus  grande  influence  ;  il  faudra  donc, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  éviter  autant  que  pos^ 
sible  l'emploi  de  cette  quantité.  On  peut  remarquer 
encore  que  la  valeur  de  D  serait  rigoureusement  nulle, 
siC'  était  égal  à  deux  angles  droits,  c'est-à-dire  si  le 
lieu  de  la  copiète  dans  la  troisième  observation^ 
se  trouvait  dans,  le  plap  du  grspid  cercle  mené  pav 
les  liei^x  de  la  première  pt  de  la  seconde  observation; 
et  l'on  sait  en  e^et  que  pour  que  trois  pôjnts  dont 
les  iMgitudes  jid^sfeeûves  sont  a%  ai,  al ,  et  les  lati- 
tudes (&%  h  y  b\  soient  âtués  dans  le  {dan  d'un  même 

3.. 
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grand  cercle,  il  faut  qu'on  ait  l'équation  de  con^ 
dition       . 

tang  b .  sîn  (a®— <i)+tang  6° .  sm(a' — a)  +tang  b' .  sm(a — a°)^o. 


Passons  aux  quantités  que  nous  ayons  nommées 
C,  C**,  C,  et  commençons  par  la  première.  Si  Tou 
considère  le  triangle  sphérique  SQ^G  formé  par  les 
arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  les  lieux  du  Soleil 
dans  l'observation  moyenne,  et  ceux  de  la  comète 
dans  les  observations  extrêmes ,  il  sera  facile  de  voir 
que  C  est  une  fonction  composée  des  élémens  de  ce 
triangle ,  de  la  même  manière  que  D  se  forme  des 
élémens  du  triangle  C°CC'.  Il  suffit,  pour  s'en  con- 
vaincre ,  d'observer  que  la  valeur  de  C  se  déduit  de 
celle  de  D  en  remplaçant ,  dans  cette  dernière ,  les 
quantités  qui  se  rapportent  à  l'observation  moyenne 
de  la  comète  par  celles  qui  dépendent  de  la  position 
du  Soleil  à  la.  même  époque.  Si  Ton  suppose  donc 

r=ssin(SC) .  sin(SC')  •  sin  S  , 
C  sera  du  même  ordre  que  T,  et  l'on  aura 


f 


r 


cosA^.cosô" 


on  aurait  des  expressions  semblables  pour  C""  et  C, 
en  considérant  les  triangles  sphériques  SCC  et  SG^'C. 
On,  voit,  par  conséquent,  que  les  quantités  C°,  C,  C 
sont  simplement  du  premier  ordre;  elles  dépendent 
d'ailleurs  en  partie  des  lieux  du  Soleil,'  qui  peuvent  être 
regardés  comniie  exacts,  puisqu'ils  se  calculent  par 
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les  tables  :  on  doit  donc  les  eipployer  de  préférence 
à  la  quantité  D  qui  est  du  troisième  ordre  ^  et  qui  ne 
dépead  que  des  données  de  l'observation,  et  c'est 
par  cette  raison  que  nous  l'avons  tout-à-fait  rejetée 
dans  la  méthode  eieposée  plus  haut. 

12.  Il  faut  observer  cependant  qu'il  y  a  des  cas  où 
œtte  méthode  elle-même  peut  conduire  à  des  ré- 
sultats incertains?  ce  sont  ceux  où  les  lieux  de  la 
comète,  dans  deux  des  trois  observations,  sont  si- 
tués à  peu  près  dans  le  même  planrqué  le  Soleil  à 
J époque  de  l'observation  moyenne.  On  voit,  en 
eflet,  que  cette  circonstance  rend  très  petite  l'une 
des  quantités  C"*,  C ,  C,  et  elles  ne  peuvent  plus  alors 
être  déterminées  avec  assez  de  précision.  Le  seul 
moyen  de  remédier  à  cet  inconvénient ,  qui  est  sur- 
tout très  grave  relativement  à  la  quantité  C  qui 
entre  dans  les  dénomiijiateurs  des  valeurs  de  F,  G, 
H,  P,  Q,  serait  de  recourir  aux  équations  primitives 
U)  et  de  chercher  à  en  former  une  combinaison 
nouvelle  par  laquelle  on  pût  éviter  de  faire  usage  de 
œs quantités;  mais  tes  formules  qu'on  obtient  ainsi 
conduisent  à  des  calculs  beaucoup  trop  longs  et  trop 
compliqués  pour  que  la.  pratiqué  puisse  s'en,  accom- 
moder. Ce  qu'il  y  a  donc  de  plus  siniple  à  faire  dans 
ce  cas ,  c'est  de  choisir  trois  nouvelles  observations 
pour  déterminer  l'orbite ,  ou  si  l'intervalle  qui  sé- 
pare les  obsl^rvations  extrêmes  sur  lesquelles  on 
opère  ne  permet  pas,  par  son  peu  détendue,  d'évi- 
ter l'embairras  dont  il  s'agit;  de  regarder  l^élenlens 
obteims  '  par  la.  méthode  précédente  *  comme  unfe 
première  approximation  des  vrais  élément;  et  de  les 
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rectifier  ensuite ,  d'après  Tensemble  desdbserv&tiœiSy 
par  les  méthodes  ordinaires* 

1 5.  Noos  allons  maintenant  considérer  le  cas  général 
où  les  observations  données  sont  séparées  par  des 
intervalles  de  temps  quelconques^  mais  que  noiis  sup- 
poserons toujours  peu  considérables.  Reprenons  les 
quatre  équations  (5,  6,  7  et  9%  n»  3  :  si  pour  simpUiier 
les  calculs  on  Suppose 

f  =cotô*,cosa%  /  =  cot5.cosa,  /'=;cot&'.cosû', 
hf = cot  b^ .  sin  a^f  A = cot  6 .  sin  a,  h'  =  cot  h' .  sin  a', 
/•=tanga%        /  =  tangû,         /'=  tanga', 

_.  tang  b^  __  tang  b  ,  _^  tang^fe' 

à^  =cota*,  c  =  cota,  c?  =  cotÀ', 

rf.=îi^^  d=:^l,  ^'=*^'. 

ama"  '  sma  '  tin  a 

'ces  équations  pourront  s'ëcrire  ainsi,  ' 

A'.tJ*.  »  =  (A'  —  A«)  V  L—  (/'—/•).  L', 
■  A'.  «nj'w'.a,=  CW.  (fco  — A)  — v'd  .  (V— A)]  .  L 
;     :  -[W.C/'-O-v'u.  (/'-/)].  L', 

A" .  Wc'  .x,=  [vu'.  (/•  -/)-  v'tr .  (/'-/)]  .  M'  \(2 1  ) 

^  — [tro'.{rf''~rf)— Vo.(i'— i)].(II-i.L), 

en  Faisant,  pour  abréger,     . 


A'=:£-;,         A'=-£-;i       A" 


•""■"T^ 


\       w  ,  '    ' 

Développoiis  ces  formules  poui:  eii  déduite  tés  va-* 
fleurs  des  six  quantités  ^^  Ti  z,  x^^j^^  2,.  Afin  d'è'vi- 
i  ter  toute  opération  inutile>  nous  remarquerons  d'abord 
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que  le  produit  uùV  étant  da  troisième  ordre  par 
rapport  aux  întervàlies  6  et  ff,  si  Ton  veut  avoir  seu- 
lement dans  les  valeurs  dea:,/,  etc. ,  les  termes  du 
premier  et  du  second  ordre  par  rapport  au  temps ,  il 
saiBra  de  conserver  dans  le  développement  des  équa^- 
lions  précédentes  les  termes  du  cinquième  ordre  in- 

dusivementqui^parladivisionis'abaisserontauseeond^ 
et  l'on  pourra  négliger  tous  les  autres.  Or ,  les  coeffi- 
cîensdes  quantités  représentées  par  L,  L',  M ,  M%  N, 
N'  étant  au  moins  du  premier  ôrdrë^  il  suffira  d'àvôin? 
égard  dans  le  développement  de  leurs  valeurs  aux 
termes  du  qu&trième  ordre.  Cela  posé>  si  pour  abré- 
ger on  ùât 

(itl—ff/       ^—8 flr/         »  »  -     £.        S y 

et  qu'on  suppose 

on  trouvera  par  les  valeurs  de.L  et  l/,  données  n*5, 

La  première  des  équatioils  (21),  en  y  substituant  ces 
valeurs  et  en  divisant  lés  deux  tnembres  par  2^'^  Re- 
viendra 


z 


=^|'*K^-*-n.Y.-(A'-.*«).XJ. 
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Quant  à  la  seconde ,  remarquons  que  les  quantités 
L  et  1/  étant  du  troisième  ordre ,  il  suffira  de  conser- 
yer  dans  leurs  coefficiens  les  termes  du  premier  et  du 
second  ordre  en  Si  et  6'  ;  on  trouve  ainsi 

Vï/.(A«— A)— Vv.  (A'— fc)  =  fl'.(A«— ft)4-l.(V  — A) 
]Çn  pbservant  donc  que  uu'u"=— aOfl'S'',  on  aura 

La  valeur  de  M  donnée  n"*  5 ,  en  ayant  égard  à  la 
signification  que  nous  avons  supposée  aux  lettres  U", 
V'%  u',  V,  U/',  V/,  peut  prendre  cette  forme 

M= i.  [(o"_u').(/4-/-)-  (v"- v) .  c/'-z-jJ-x 

Pour  simplifier  les  résultats^  nous  observerons  que 
todifféretiiife  /^'^/•'est  uùe  quantité  très  petite  de 
Tordre  de  l'intervalle  de  temps  9  +  9'  qui  sépare  les 
observations  extrêmes;  en  sorte  qu'on -peut  dans  la 
valeur  de  x^  négliger  son  produit  par  des  quantités 
dépendantes  de  la  ^cinquième  puissance  du  tempsl  En 
sùbistîtuaiit  pdur  xf' ,W ,  etc. ,  leurs  valeurs,  on  aura 
ainsi 
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I 

on  trouverait  par  des  réductions  semblables  aux  pré- 
cédentes , 

M'=-ô9'fl".(g'-l-^).X,-Gfl'.(g'-g')-(X,-H-t^fl;'.X), 

.  I 

r''-{f''-f)-^v(f'-fy=^-{f''+f'-^fi-K-if'-f),  î 

I 

on  aura  par  conséquent 

-4"  i(/'^"'-/V)-x.+(5-'-«").y.) +k  .<•  x.j  : 

Enfin,  on  obtiendrait  d'une  manière  analogue 

N=— «rfl'  .(c'+c") .  T,--«' .  (,c'—&>)  .  (T/+  i  .«-Î/.T), 
S'=— ÔTB'.  (<i'  +  <^)  .  T.r-eô' .  (t?— d»)  .  (T,  +  i.^9/.T), 
W .  (c» — c)  —  Vu .  (,</—  c)=6'.  (c»  +c'  —  ae)— fl/ .  (c' — c»)  , 
W.{â'^d)—Vv.  (^— </)=»•.  (d'+d'—îi)— s; .  K— d»), 

et  par  suite 

6  •  .         K^4) 

i4*  Pour  réduire  les  formules  précédentes  à  une 
forme  semblable  à  celle  des  formules  (A)  n"*  5^  nous 
observerons  d'abord  que  l'on  a  par  hypothèse 


I 
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Or,  si  Ton  &it 


le  facteur  fl/o"  pourra  être  représenté  par  afl/Ç;  car 
la  différence  de  ces  deux  quantités  ou  j(jS^ — ô)*.  Ç  se 
trouve  de  Tordre  des  quantités  que  Ton  est  en  droit  de 
négliger.  On  peut  donc  mettre  les  valeurs  de  X,  et  Y, 
sous  cette  forme  plus  simple 

x.=f.(x+f.9;'x,), 

Y.=  e.(Y+f.fl/Y,). 

Remarquons  encore  que  les  quantités  X^^  Y^  se 
trouvent  multipliées  dans  ces  expressions  par  la  quan- 
tité très  petite  ^' ,  en  sorte  qu'on  peut,  dans  leurs  va^ 
leurs  ^  négliger  les  termes  très  petits  dépendans  de 
l'excentricité  dé  l'orbite  terrestre,  ce  qui  donnera 
X^=3 — sinA,  Y=+cosA,  ou  encore  X/=3— ILsinA, 
Y^=R.cosA;  on  aura  donc  par  conséquent 

X.t=RÇ.(cosA— |8;siïiA),  Y,=R0.(sîiiA-Hfl/cosA). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  ëxprèsâons  de  Zf 
^t>  ^i>fif  qu'on  y  reitaplaceTÇ g^,  A,  /,  c,  d,  etc.,^ 
les  quantités  que  ces  lettre^  représentent ,  qu'dn  sup- 
pose pour  abréger 

C/=  tang^  .  cos(A  —  ^)  —  tang b^  •  cos  (A — tf), 
C^  =  tangft' .  cos(A  --*  a?)  -^  tang  b"" .  cos  (A  —  a^, 
C/= tango",  cos (A  —  a)  —  tang b  .  cos  (A  —  a'), 

r 

en  faisant  attention  aux  valeurs  de  A,  A^,  A%  n°  i5; 
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00  trouvera  d'abord 

et  les  formules  {22)  (^5)  (24)  donneront  ensuite 

1  =X,+ ?g-,  [C^cosa^»—  Cowa'  + 1»/  -  (C/cosôf—  C/cosa')] 

+^-^^  +  5^'-  C,)co6a  +  R$é;;  cosA, 

+5§^''.(C  +  59/.  C,)8Îna  +  Bfi;.rinA, 

Si  dans  ces  formules  on  suppose  6=0',  ce  qui  donne 
8'=:fl>  fl/=o  et  ^zsi^o'^  on  retrouve  lés  formules  (A) 
<1q  n"  5,  ce  qui  peut  servir  à  confirmer  leur  exâcti- 
tade.  On  peut  d'ailleurs  faire  prendre  aine  formiiles 
précédentes  une  forme  plus  simple  encore;  en  effet, 
SI  Ton  suppose 

V 

C'-Hfl;.c,''s=c.%  c+|«;.c^„  c'H-|«/.c/=c.', 

la  valeur  de  z  devient 

« 

z=-^.C,.tang*, 
et  les  trois  formules  (A')  idonnent 


1 
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^.=X,+i^.(C,«cosa«-<:/co8aO+^^C,cosa+R$ô;.cosA, 


*/ 


Pour  éliminer  du  dénominateur  de  ces  formules  le| 
coefficient  D,  dont  Finexactitude  doit  faire  autant 
que  possible  éviter  l'emploi,  observons  que  la  valeur 

de  z  donne  -rr  =  ùJt^ — : z>  ou,  comme  z=fsini, 

D  ob  C, .  tang  6'        '  ' 

■^  =  y^.  Si  l'on  substitue  donc  cette  valeur  dans 
les  formules  (D) ,  en  faisant  pour  abréger 

F,  =^  •  [•'  •  (C.°cosa«— C/cos  a^+^/X.  co»  a+ô/.D  cos  A], 
^'^wè  •  '^®''  •  ^^'°  sina»— C/  sin  a')  +e;.C,  sîn  a+é/.D  sin  A], 
H,=g^.  p\  (C,»taiig^o-  C/tangy)  +  i;.C.tang«, 

OU  aura  simplement 

jr,  =  Y,  +  G'./, 
z,=  H'./». 

Si  l'on  forme  les  carrés  de  ces  trois  valeurs ,  et  qu'on 

les  ajoute  en  observant  que  leur  somme  est  égale  à  -j 
n°  7 ,  on  aura 

?=i- 1  +  a/.(F,X-H  G,Y)  Jhr- (F/+ G/+H/). 
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» 

Cette  équatioQ  jointe  à  l'équation. 

r'sssR^-ï—f .  (aRcosc)  «4-  f', 

servira  à  déterminer  les  valeurs  de  /vet  de  f. 

Enfin  si  Ton  veut  faire  prendre  aux  valeurs  de  x. , 
J^i  z^  y  la  forme  que  nous  leur  avons  donnée  n^  9  »  on 

fera 

:^.[e'.[C,«sîn(A-a«)-C/8m(À-a')]-f^/.C,sm(A-û)}, 
=j^ .p'.CQ^tangt*—  C/tangô')  +  é/.  C. tàngi]. 

En  substituant  ensuite  pour  X^  et  Y^  leurs  valeurs 
dans  les  expressions  de  oc^^y^y  z^,  on  trouvera 


(I  — -«'\ 
P^.^ gi-^.8ÎnA  +  [(X.C— «.«înCA— 4r)].cosA, 

P^ .  e g^- j  cosA+[Q^ .  ç— i? .  sin  (A— •)] .  sin  A, 


Si  Ton  ajoute  les  carrés  de  ces  valeurs ,  on  aura 

H'""^«C^'- *-^+Q..««n(A--»)]+ç*.(P/+Q/+H;),  (ce) 

cette  équation ,  jointe  à  Téquation  ordinaire 

r*=R»— ./'.(2Rcosc)4-/'%  (ë) 

fournira  toutes  les  données  nécessaires  pour  la  détJir- 
Diinatioa  des  deux  inconnues  retf. 
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i5.Lesforinulesqui  sei'vent  à  déterminer  1|3$  valeurs 
des  six  quantités  Xyjr,  ^9  ^^fj^j^  ^,f  sont  donc  par- 
faitement sein\)l£|bleSy  soit  que  Ton  considère  des  obser- 
vations équidistantes  9  ou  des  observations  séparées 
par  des  intervalles  de  temps  quelconques.  Les  copffi- 
ciens  F^ ,  G^ ,  H^  ou  P^ ,  Q^ ,  H^  seront  seulement  dans 
le  second  cas  un  peu  plus  compliqués  que  leurs  ana- 
logues F,G,HouP,Q,H,  Quant  aux  quantités  que 
nous  avons  désignées  par  C,® ,  C, ,  C/ ,  leurs  valeurs 
peuvent  se  former  très  simplement;  en  effet >  si  dans 
la  valeur  de  C,®,  par  exemple,  on  met  poi^r  Ç*  ^tC/ 
les  fonctions  que  ces  lettres  représentent,  on  à 

C.«  ="Ung  i.[smX^  —  «  )  +  !C-  co«(A.  —  a')] 
—  tang  6'.  [s  in  (A  —  a)  -f-  §•/  cos  (A  —  ày]* 

Or,  il  est  évident  que  cette  expression  peut  prpndre 
cette  forme  ' 

C.»  ;=  tfing  6  ,Mij  (  A^|«;^fzO-rr  ta^)g&^  sîd(A+^;V  fl) ,  {^^^ 

puisque  nous  négligeons  les  t^rm^  déperf.4ans  du 
carré  et  des  puissances  isupérieures  de  fl'^  La  même 
observation  s'applique  aux  valeurs  de  C^  elG/;  il  suf- 
fira donc  de  substituer  A +36/^  au  lieij  de  A  dans  les 
équations(C),n°5,quidonnerbntalorsimmédiatenient 

les  valeurs  des  troi^  quantités  C,®,  (J^y  G,'.,  Quant  à  la 
partie  |6;*ou  ^-Cfl'-^  ^),  elle  doit  être  exprixtiée  en  par- 
ties de  l'arc  que  décrit  dans  un  jour  le  moyen  mou- 
vement du  SeleiL  Pour  feîne  cette  réduction,  on  n'aura 
qu"a  multiplier  la  quantitp  |^.(9' — 8),  dopnée  en  jours 
et  fractions  décîihàles  du  jour  temps  moyen,  par  le 

nombre  355  ^33  »  ^^f  c^  ^ï^^  revient  au  mêrnC;  au 
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logarithme  de  |«(6'-— 0),  on  ajoutera  Iç  logarithme 
coostant  3.55pô073,  et  Ton  aura  la  partie  |. (6'—  6), 
exprimée  en  secondes.. 

Il  est  superflu  de  répéter  ici  Tobservation  que  nous 
a^OQS  déjà  faite  sur  la  convergence  des  séries  (m)  ; 
nous  ajouterons  seulement  que  comme ,  dans  les  for-* 
mules  précédentes,  nous  ayons  regardé  6' — 0  comme 
une  très  petite  quantité ,  il  faudra  que  les  intervalles 
de  temps  qui  séparent  les  observations  qi^e  Ton  a 
choisies,  quoique  inégaux ,  ne  soient  pas  très  diffé-r 
rens  entre  eux;  on  satisfera  k  cette  condition  et  a 
celle  du  n®  lo ,  en  prenant  des  observations  faites  à 
cin(|  ou  six  jours  de  distance  l'une  de  l'autre. 

On  pourra  donc,  pour  former  les  données  nécessaires 
à  la  détermination  de  Torbite  des  comètes,  se  servir , 
selon  qu'on  le  jugera  convenable ,  de  la  première  ou 
de  la  seconde  méthode  que  nous  venons  d'exposer. 
SI  la  dernière  entraine  dans  des  calculs  plus  compli- 
qués, cet  inconvénient  est  peut-être  compensé  par 
les  opérations  préliminaires  d'interpolationsauxquelles 
il  faut  recourir,  lorsqu'on  fait  usa^e  de  la  première, 
pour  calculer  des  observations  équidistantes.  Il  faut 
remarquer  encore  que,  comme  les  observations  factices 
qu'on  obtient  ainsi  sont  toujours  moins  exactes  que  des 
observations  réelles ,  on  doit  attendre  de  la  première 
méthode  des  résultats  toujours  plus  incertains  que 
ceux  que  donnera  la  seconde,  qui  a  l'avantage  de  s'ap- 
pliqaer  immédiatement  aux  données  de  l'observation. 

1 6.  Q^ell^  que  soit  au  reste  la  méthode  que  Ton  om- 
ploie  pour  détenniner  les  six  quantités  x,  j^,  9,  o?^, 
Ja  z^,  il  sera  facile  d'en  conclure  par  les  fonnule3  ch^ 
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chap.  V,  livre  II,  les  élémens  de  l'orbite  de  la  coméfef. 
Pour  cela,  on  commencera  par  former  les  trois  quantités 
xy^  —  ^iJ'>  ^2/  -^  ^yZ ,  yz^  — yf^.  La  première  qui , 
multipliée  par  dt^  représente  Taire  que  trace  petidant 
cet  instant  la  projection  du  rayon  vecteur  de  la  co- 
mète sur  le  plan  de  l'édiptique  j  fera  connaître,  selon 
qu'elle  sem  positive  ou  négative ,  si  le  mouvement  de 
cet  astre  est  direct  ou  s'il  est  rétrograde.  On  calculera 
ensuite  la  quantité  ocxi^yj^-^zz^^  ou  du  moins  on 
s'assurera  du  signe  qu'elle  doit  avoir,  patce  que  ce 
signe  fait  connaître  si  la  comète  a  déjà  passé' par  son 
périhélie  ou  si  elle  s'avance  vers  ce  point.  En  effet, 
on  a 

di  .     t 

> 

Si  la  quantité  xx^^jy^-^-  zz^  est  négative,  le  rayon 
vecteur  via  en  diminuant ,  et  par  conséquent  la  co- 
mète tend  vers  le  périhélie;  elle  s'en  éloigne  au  con- 
traire si  cette  quantité  est  positive. 

Si  l'on  nomme  i  l'inclinaison  de  Forbite  sur  l'é- 
cliptique ,  et  oc  la  longitude  de  son  nœud  ascendant , 
le  mouvement  de  la  comète  étant  supposé  direct ,  on 
aura ,  n**  29 ,  livre  lï , 

M  * 

0^/—  x^7=î  cos  i  •  V^D ,  ] 

xz^  —  x^z  ===  sin  i  •  cos  a .  V^^D,  V  (27) 
yz;  — y^z  ^=  sin  i  .sipa^  \/iî).   J  / 

On  déterminera  immédiatement  par  ces  formules 
ks  valeurs  de  la  distance  périhélie  D  et  lés  angles  9 
et  et.  On  aura  d'abord 
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LU 


i« 


La  tangente  déterminée  par  la  première  formule 
convient  également  aux  angles  a  et  i8o^  +  a.  Pour 
savoir  lequel  des  deux  on  doit  choisir^  on  observera 
qae  les  astronomes  supposent  que  Tindinaison  i  des 
orbites  ne  varie  que  depuis  zéro  jusqu'à  90^ ,  c'est-à- 
dire  qae  l'on  compte  cet  angle  dans  des  sens  opposés, 
selon  que  le  mouvement  est  direct  ou  rétrograde; 
l'angle  1  devant  toujours  par  conséquent  être  positif 
et  plus  petit  qu'un  angle  droit,  cette  condition  déter^ 
^ine  le  signe  de  sin  a,  et  par  suite  la  valeur  de  a.  Cet 
angle  est  la  longitude  du  nœud  ascendant  si  le  mou- 
vement de  la  comète  est  direct  ;  c'est  celle  du  nœud 
descendant  si  la  comète  se  meut  dans  le  sens  contraire, 
et  il  faudra,  dans  ce  cas,  l'augmenter  de  deux  angles 
droits  pour  avoir  la  longitude  du  nœud  ascendant. 

Lorsque  les  angles  i  et  oc  seront  connus,  on  aura 
la  distance  périhélie  par  la  formule 

2  cos'  i 

On  pourrait  d'ailleurs  la  déterminer  indépendamment 
de  ces  angles  par  la  formule 

qu'on  obtient  en  ajoutant  entre  elles  les  trois  équa- 
tions (37)  après  avoir  élevé  chaque  membre  au  carré. 
Tome  II.  4 
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G)nnaîssant  la  distance  périhélie  D  et  le  rayon  vec- 
teur r,  on  calculera  l'anomalie  vraie  v  de  la  comète 
au  moment  de  la  seconde  observation  par  Téquation 


COS*ïi^  =  — • 


On  cherchera  dans  la  table  des  comètes  le  temps  T 
qui  répond  à  cette  anomalie ,  et  en  faisant  ensuite 

on  aura  le  temps  t  employé  par  la  comète  à  parcourir 
l'anomalie  v.  Ce  temps  ajouté  à  Fépoque  de  l'observa- 
tion moyenne  si  la  comète  s'avance  vers  son  péribé- 
Ire ,  ou  en  étant  retranché  si  elle  s'en  éloigne  ^  donnera 
l'instant  du  passage  par  le  périhélie.  Il  sera  même  eo" 
core  plus  simple  de  calculer  directement  le  temps  t 
parla  formule  du  n""  26^  livre  11^ 

t  =  (aD^)^  .  (tang  k^  +  \.  tang«  \  v\     (28) 

en  observant  d'ajouter  au  logarithme  de  t  le  loga- 
rithme constant  i  ,76441 79  >  q^i  est  le  complément  de 
8,2355821  pour  que  le  temps  t  soit  exprimé  en  jours 
moyens. 

Enfin ,  pour  déterminer  la  position  du  périhélie  ^  on 
calculera  d'abord  la  longitude  héliocentr^ue  9  de  la 
comète  par  la  formule , 

tang(p  =  ^, 

*  • 

en  ayant  soîck  de  chojsir  entre  les  deux  angles  f  et 
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180'+ (p,  auxquels  cette  tangente  convient  également, 
celai  qui  rend  sin  p  de  mâme  signe  que  /  et  ctiâ  ip 
de  même  signe  que  x. 
Ensuite ,  en  daignant  par  €  la  distante  angulaire 
delà  comète  au  nœud  dotit  la  longitude  est  a,  € 
sera  lliypoténuse  d'un  triangle  sphérique  dans  le- 
quel I  est  l'angle  adjacent  au  côte  ^  —  a.  On  aura 
donc,  pour  la  déterminer, 

t 

et  la  distance  du  périhélie  au  nœud  ascendant  aug- 
mentée de  la  longitude  de  ce  nœud ,  ou  ce  que  les 
astronomes  appellent  le  lieu  du  périhélie  sur  l'orbite , 
sera  flt-f-^  +  «^  si  la  comète  s'avance  vers  son  péri- 
Mie,  ou  a  -|-  ^  -^  i'  si  elle  Fa  déjàt  dépassé. 

17. Tous  les  élémens  de  l'orbite  se  trouveront  ainsi 
déterminés;  maiscommeonn'a  employé  pour  cela  que 
trois  observations  peu  distantes  entre  eUes,  et  que 
d'ailleurs  beaucoup  de  termes  ont  été  négligés  dans 
les  formules  pour  faciliter  les  calculs ,  on  ne  doit  re- 
garder ces  âémens  que  comme  une  première  approxi- 
mation ,  et  chercher  à  les  corriger  de  manière  à  satis- 
faire le  plus  exactement  possible  à  l'ensemble  des 
observations  connues.  On  a  proposé  pour  y  parvenir 
{^usieurs  aiétkodes  dont  l'esprit  est  le  même,  mais 
qui  difiarent  en  ce  qu'elles  emploient  divers  éléttuetis 
del'orbite  supposée  connue  approximativement;  celle 
qaenous  allons  développer,  et  qui  nous  semble  la  pltis 
simple  f  suppose  que  les  |)Temiers  calculs  ont  donné 
d'ane  manière  approchée  la  distance  périhâîe  et  Vini^ 

4.. 
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tant  dtt  passage  de  la  comète  par  ce  point.  U  est  utile 
par  cette  raison  d'avoir  le  moyen  de  déterminer  ces 
deux  quantités  indépendamment  des  autres  élémens 
de  l'orbite  ;  c'est  ce  qu'on  peut  faire  très  simptenient 
de  la  manière  suivante.  On  a  ^  n*  4  > 

Cette  équation,  en  substituant  pour  ^ ,  x,f7,y^f^^^ 
Zg  leurs  valeurs  n**  9,  donnera 

/    «=  ç*.  [P .  8in(A  —  û)  +  Q  .  cos  (A  —  a)  +  H  .  tang  J]  .  cos^, 
— Ç  •  ]     — îT^  .sîn(  A— fl)4-^.sin(A — a»)  .cos(  A-a)   1 .  cos  WJR 
—  R  .  «  •  sin  (A  —  •). 

Si  le  signe  de  s  est  positif,  la  comète  s'éloigne  du  pé- 
rihélie; elle  marche  vers  ce  point  si  s  est  une  quantité 
négative. 

La  valeur  de  s  étant  connue,  on  aura  la  distance 
périhélie  D  par  l'équation 

D=:r— i.^*.  (5o) 

On  en  conclura  l'anomalie  v  par  Téquation  de  la  para- 
bole. 


COS*tP=:— , 
a  r  ' 


et  l'on  déterminera ,  au  moyen  de  la  table  du  mou- 
vement des  comètes,  le  temps  employé  à  décrire 
l'angle  v.  On  ajoutera  ce  temps  à  celui  de  l'époque  si 
la  comète  s'approche  de  son  périhélie,  ou  bien  on  Ten 
retranchera  si  elle  s'en  éloigne,  et  l'on  aura  l'instant 
du  passage  par  le  périhélie  • 
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CHAPITRE  II. 


Correction  des  élémens  de  V orbite  déterminés  par  une 
première  apprr>œinuztion.  '        .' 

i8.  Après  avoir  développe,  avec  tout  le  détail  né-* 
cessaire,  une  méthode  très  simple  pour  arriver  à  liae 
connaissance  approchée  des  élémens  de  l'orbite  dé  la 
comète,  nous  allons  donner  le  moyen  de  corriger-  ce& 
éiémens  avec  toute  la  précision  que  les  observations 
comportent.  <     • 

Pour  cela,  on  choisira  trois  observations  éfoignées- 
entre  elles ,  et  au  moyen  des  élémens,  résultant  'âë  là- 
première  approximation ,' on  déterfirinera!  les  "trois 
anomalies  t'*,  r,  v^  et  les  rayons  vecteur*  r*,  r,  r',  qui 
se  rapportent  respectivement  àf  l'époque  de  chaque  ob- 
servation. Il  suffira,  poiircela,decox4iaitreàpeuprèsla 
distance  périhélie  et  Pinstant  da  passage  de  la  comète 
par  ce  point,  et  cest  en  quoi  consiste  le  principal 
avantage  de  cette  méthode  »  qui  n'emploie  que  deux 
des  élémens  de  Torbite  pour  les  rectifier  tous..  On  àé^ 
^era  par  Y ,et  V  les  angles  que  comprennent  entre 
eux  les  rayons  r®,  r,  /,  en  sorte  qu'on  aura  V=v — t'*, 
etV=(p' — i^»'  ei  en  coniiparant  œs  quantités  wx 
inèmes  angles  résultant  de  l'observation  directe  de 
la  comète ,  la  différence  sera  l'erreur  due  à  l'incor- 
l'ectioQ  des  élémens  employés. 
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.  Les  observation»^  il  est  vrai^  ne  font  pas  connaître 
immédiatement  ces  angles ,  mais  on  peut  les  déduire 
très  aisément  d4es  données  qu'elles  fournissent.  En 
effet,  on  a,  par  chaque  observation  de  la  comète ,  sa 
longitude  et  sa  latitude  gëocentriques,  c'est-à-dire  rela- 
tives à  la  Terre;  on  en  conclura  aisément,  par  la 
Trigpnpmiçtrie ,  ses  longitudes  et  ^es  latitudes  hélio^ 
centriques,  c'est'SMiire  relatives  au  Soleil.  Pour  cela, 
désignons  par  S  le  Soleil ,  par  T  1%  Terre  et  pai' 
C  1^  comète ,  et  soit  C  la  prôjecâon  de  C  suc  le  plan 
dQJ'éçlip^ique.  Si  Yoik  considkre  la  pyramide  tnangu- 
\jl\t^  mt^tceptéb  entre  ces  quatre  pointe,  on  aura  d'à-* 
l^^^TG^^^f  Ipag.  0  ----long,  càmèie.  En  nomitumt, 
^V9fn^  prél^deâuEiient^  6  la  btitude  ^ocentrique  de 
la  comète ,  ce  qui  donne  CTC  =  i ,  on  ean  conclura 
cos  CTS.î=x€ps  SG'T  .  G08*.  Maititeaant^  diu»  le 
^}^.^^^^u^.Ç^l^&^  ^^ >  ^^  oonQ9Jit  les  deubt. côtés 
T^S^^zp  R  et,  es  q?»/:  ^lii  ftont  les  distances  respeétîres 
<^.la  !]^6YTe^et  4^ Jlfi  compte,  au  Soleil;  oij  coniïalt  de 
pli|^  l'aile  CT$  oppDééià./t.)  ou.pûnnrifc  donc  cal- 
cfll^Fi  J^aïigle  ^T  par J4  foioiuk    ,      ^ 

;'^:    :  •  :    sinSGt=="^isint:ts,    '    .     (i) 

etlfoh  ea:cotidvrft  k  ttH^siètne  angle  CST  du  mèrn^ 
tnàxMj^..    •'• 

€ela  posé,  nommo^BiS  A  Ul  latitude  et  ^  1à  longi- 
tude Ivéliocéntriqiie  dç  la  comète  :^  en  cotiftidératit  la 
pyramide  triangulaire  CC'ST,  on  aura  A  =  €SC'  et 
l'on  tirouvera  aisément 

'.     .        sm^  stiiGST         ^  r^/crri       cos  CST     /  \ 

sm  A  =  — .    ^„,g     ,     et    cos  C  ST ?= —  ,  (2/ 


sinCTS      '      -  cosA 
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L'angle  C'ST  étant  donné  par  la  dernière  de  ces  for- 
moles,  si  Ton  nomme  A  la  longitude  héliocentriijue 
de  la  Terre,  on  aura 

(p±=a+c'st;  (5) 

On  déterminera,  de  cette  manière,  les  latitudes  et 
les  longitudes  héliocentriques  de  la  comète  pour  les 
trois  époques  données  ;  voyons  comment  On  en  con- 
clura les  angles  V  et  V.  Désignons  par  C%  C,  C  les 
lieuxrespectiÊ  de  la. comète  correspondant  a.ux  trois 
obsenrations ,  par  C^*,  C,.,  C/,  les  projections  de  ces 
points  sur  l'éclip tique,  et  considérons  le  triangle 
sphérique  formé  par  les  deux  lieux  C^  C%  et  par 
le  pôle  de  l'écliptique.  On  connaît  dans  ce  triangle 
les  deux  côtés  de  l'angle  au  pôle  qui  sont  les  complé- 
mens  des  latitudes  héliocentriques  C*SC*^  et  CSC^ ,  ainsi 
qne  langle  compris  qui  a  pour  mesure  l'arc  C*^C^  dé- 
crit du  centre  du  Soleil  ;  on  aura  donc  pour  détermi- 
ner le  côte  opposé  C^'C ,  que  nous  désignerons  par  U, 
la  formule 

cosUcs  iîos(f  — ■^).cds  A  cos  A.^  4-  sin  A  sJn  Vf  ;  (h) 

de  même  en  supposant  C'C*  =  U',  on  aura 

cosF=cos  (^'— *  <p*) .  cos  A^  cos  A''  4-  rfii  A*  sîh  A^ 

m 

Les  deux  angles  U  et  U^,  correspondant  à  ceux  que 
nous  ayons  nommés  V  et  V  et  que  nous  avons  obte- 
nus par  les  formules  directes  du  mouTement  ellip* 
tique ,   on  aura ,   si    les  élémens    employés   sont 
exacts, 

V=U    et    Y'  =  U'. 


j 
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Mais  y  comme  ceB-ëlémens  ne  sont  qu'approches  ^  ces 
'équations  n'auront  pas  lieu  rigoureusement^  et  pour 
que  les  valeurs  de  V  et  U,  V  et  U'  puissent  être  égales, 
11  faudra  faire  subir  quelques  corrections  à  cesélé- 
mens.  Soient  J'Y,  JW  JtJ  et  JV  les  variations  cor- 
respondantes des  angles  V^  \',  U ,  U'^  on  aura 

Voici  donc  deux  équations  au  moyen  desquelles 
on  pourra  déterminer  les  corrections  à  faire  à  la  dis- 
tance périhélie  et  à  l'époque  du  passage  de  la  comète 
jpar  ce  points  pour  satisfaire  aux  observations  don- 
ï)ées;  il  ne  s'agit  que  de  développer  ces  équations. 

19.  Pour  cela,  teprenons  les  formules  du  mouve- 
.mçnl  parabolique  ' 

D 


—  I  . 


i=;?Dî.  N/a.(lang^c/  +  ^,tang»f<^), 

Supposons  que  Ton  fasse  subir  à  la  distance  périhélie 
D^  :età  rÎQstant  du  passage  p^^r  le  périhélie  ^  de  très 
petites  variations  que  nous  désignerons  par  la  carac- 
téristique eT  i  ëh  différenciant  logarithmiquement  les 
formules  précédentes ,  on  trouvera 

On  aura  par  ces  équations  les  variations  du  rayon 
vecteur  et  de  Tanomalie  correspondantes  a  celles  que 
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subissent  D  et  t.  Il  s'agit  de  détenniner  maintenant 
les  variations  qu' éprouveni  simultanément  la  latitude 
béliocentrique  A  et 'la  longitude  béliocentrique  ^.  En 
différenciant  logarithmîquement  l'expression  de  sin  A 
trouvée  plus  haut,  et  en  observant  que  les  angles  b  et 
CTS  ne  varient  pas ,  on  aura 

J^AsstangA.cotCST-J',  (CST); 
en  différenciant  de  même  l'équation  (2)  on  trouve 

«T  .  (SCT)  =  —  tangSCT .  Ç , 

el  par  suite 

/.  (CST)  =  —  J^ .  (SCT)  =  tang  SCT .  ^  ; 
on  aora  donc  enfin 

<rA  =  lang X .  tangSCT  .  cotCST .  — .     (a) 
La  longitude  ^  dépend  de  la  formule 

cosCST 


cosTSC  = 


COSA     ' 


en  différenciant  logarithmiquement ,  on  en  tire 
cr.(TSCO=cotTSC' .  [langCST .  cP.  (eST)-tangA .  J^A]; 
d  ailleurs  J^.  (TSC)  ==  «T^  ;  on  aura  donc  enfin 

^  =  cot TSC .  (tang  CST  .  tang  SCT . tang a  .  iTa).   (b) 

On  déterminera  Txar  les  formules  (a)  et  {b)  tes  varia- 
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tious  de  la  latitude  et  de  la  longitude  héliocentriquesi 
relatiyes  aux  époques  des  trois  observations  que  l'on 
a  choisies  pour  corriger  l'orbite.  Maintenant  si  ^  pour 
faciliter  le  calcul  dé  l'angle  U ,  on  suppose  un  angle 
auxiliaire  A  déterminé  par  l'équation 

sin*7  A  =  cos^K^  —  ^•) .  cps A* .  cos A, 
ce  qui  donne  en  différenciant 

/A=— langiA.  [tangK<p-^").(<^^-^<P*')+tangA^/A•+tengA.lrA],  (^; 
on  aura 
sin4U  =  cosi(A  +  A°  +  A).cosi(X+A*  — A), 

et  par  suite 

^U_-,.tang,U.j^^^g^^^^^,_^j^^^^,^j^^jJ  (c) 

En  substituant  d^ns  cette  équation  pour  J^ A ,  J^A"*  et 
J^  A  y  leurs  valeurs  précédentes  ^  on  aura  celle  de  J^U 
exprimée  en  fonction  de  J^D  et  de  //é  On  déterminera 
de  la  même  manière  cT V ,  en  observant  que  Ton  a 
^y  z=^Su  —  JV**,  et  que  cTc/  et  JV*  sont  données  par  la 
seconde  des  formules  (o').  On  aura  donc  entre  les  va- 
riations eTD  et' JV  deux  équations  de  cette  forme  : 


d'où,  en   observant  qu'on  a   cTU  —  J^V  =  V  — U, 
on  tiré 
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Oa  trouvera  une  équation  semblable  en  combinant 
la  première  observation  avec  la  troisième  ;  on  aura 
donc  deux  équations  qui  ne  renfernieront  d'inconnues 
(pe  les  variations  cTD  et  S^t^  et  qui  suffiront  par 
conséquent  pour  les  déterminer.  Si  le  calcul  était 
exacte  on  aurait  ainsi  immédiatement  les  valeurs  de  la 
distance  périhélie  et  de  l'époque  du  passage  qui  sa- 
tisfont le  plus  exactement  possible  aux  trois  observa- 
tions données}  mais  comme  on  a  négligé  dans  la  for-- 
nution  âe  l'équation  {é)  les  quantités  du  second  ordre^ 
ilfaudn^  à  l'aide  des  élémens  corrigés^  recommencer 
les  cdlculs  précédens  ^  et  Ton  déterminera  ainsi  les 
coitectiûfis  de  ces  houveaux  élémens.  Dans  certains 
cas,  on  set*ai  même  obligé  de  répéter  une  troisième 
ibis  ces  dpéi^ations;  mais  elles  n'ont  rien  d'embarras- 
sant) et  le  calcul  des  premières  correotiotis  facilitera 
celui  de$  suivantes. 

20.  Quand  on  sera  ainsi  arrivé  à  une  connaissance 
sQffis&ttiment  èxaùte  de  la  distance  périhélîe  et  du  temps 
dtt passage,  voici  comment  on  déterminera  avec  le 
même  degré  de  précision  le$  autres  élémens  de  l'or- 
lite.  On  ^utetStùeta  dans  leséquatiooô  (rt)  et  (b)  pour 
h  et  cTD  lait^  Valeurs  résultantes  des  dernières  opé- 
i*atiotis/ct  Fon  eÈ(  tôfiiclurâ  les  Valeurs  exactes  fie  la 
loftgitedè  et  At  k  ktitttdè  héliocentriqués  dé  là  co- 
«iète  |K)iir  les  époque&  des  observations  données. 

Si  Ton  comparé  ensttîte  entre  elle*  Il  première  et 
la  dernière^  ôia  aura  pour  défentiitiér  finclinaigou  i 
de  Toriniié  de  lii  conlèté  et  la  lôugitude  (l  de  son  uœud 
s^r  le  plan  dô  Féélii^i^  \  \t^  deUic  formules 
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COS  l  S=5  -T-7^^^ 2U  .  cos  A  •  cos  A*, 

I 

sin  (^  *—  a)  =  tang  ^  .  cot  «. 

Dans  la  première  de  ces  formules^  il  faut  avoir  soia 
de  prendre  l'angle  p  —  p**  de  même  signe  que  Ç — ?%  i 
parce  que  l'inclinaison  i  est  toujours  supposée  moindre 
que  go®,  La  seconde  donnera  pour  l'angle  (p  —  « 
deux  valeurs  comprises  entre  o  et  i8o*^  et  il  en  ré- 
sultera par  conséquent  deux  valeurs  de  a.  Pour  déter- 
miner laquelle  il  faut  choisir,  on  remarquera  que 
par  la  première  observation^  on  a  pareillement 
sin  (^*  —  ^)  ==  tang  A* .  cot  i;  on  prendra  donc  la 
moyenne  entre  les  valeurs  correspondantes  de  a  ^  et 
Ion  saura,  par.  ce  qui  a  été  dit  n*  x6,  si  c'est  au  nœud 
ascendant  ou  au  nœud  descendant  de  l'orbite  que  cette 
longitude  se  rapporte. 

Le  signe  de  ç>  —  (p""  indiquera^  selon  qu'il  sera  posi- 
tif ou  négatif,  si  le  mouvement  de  la  comète  est  direct 
ou  s'il  est  rétrograde.  Enfin  on  aura  le  lieu  du  péri- 
hélie 9ur  l'orbite  par  la  formule  (39)  du  n?  16. 

;  2  !..  La  méthode  que  nous  venons  de  donner  pour 
corriger,  par  les  formules  différentielles,  les  élémens  de 
r9rbite  qui  résultent  d'une  première  approximation, 
est  très  exacte  et  très  sûre,  mais  les  calculs<  qu'elle 
^ige  demandept  quelque  attention  ;  celle  qu'on  trouve 
da^s  Ja  Mécanique  céleste  a  l'avantage  d'êtk'^  pour 
ainsi  dire  mécanique;,  les  mêmes  calculs  se  replrodui- 
sant  toujours  piendant  toute  l'opération.  Voici  en  quoi 
elle  consiste.  On  suppose  connus  à  peu  près  la  distance 
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périhélie  et  l'instant  du  passage  par  ce  point  ^  et  en 
partant  de  ces  ëlémens  et  des  observations ,  on  déter-* 
mine  y  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  les  différences 
d'anomalies  de  la  première  à  la  deuxième  observation, 
et  de  la  première  à  la  troisième.  Soient  U et  U'  ces  deux 
angles  ;  en  les  comparant  aux  mêmes  différences  d'a- 
nomalies que  donnent  immédiatement  les  deux  élé- 
mens  approchés,  et  que  nous  désignons  par  Y  et  \',  on 
aura 

U~V  =  /»,     U'— V'  =  m'. 

On  fera  varier  d'une  très  petite  quantité  la  distance 
périhélie ,  et  Ton  calculera  les  mêmes  résultats  dans 
cette  seconde  hypothèse.  Soient  n  et  n'  ce  que  devien- 
nent alors  les  quantités  met  m'  ;  enfin,  en  conservant 
la  distance  périhélie  de  la  première  hypothèse,  on 
altérera  un  peu  l'instant  du  passage  au  périhélie,  et 
Ton  calculera  encore  les  angles  U — V  et  U'— V,  Dans 
cette  troisième  hypothèse ,  désignons  par  p  et  ;?'  ces 
angles,  et  soient  u  et  t  les  nombres  par  lesquels  il 
faudrait  multiplier  les  deux  variations  supposées  dans 
la  distance  périhélie  et  dans  l'instant  du  passage  pour 
avoir  les  véritables ,  on  aura  les  deux  équations  sui- 
vantes 

(m -— ») .  Il -{- (m — p).t=sm,    \      ^.v 

On  tirera  de  là  les  valeurs  de  u  et  / ,  et  l'on  aura  par 
conséquent  les  corrections  de  la  distance  périhélie  et 
de  rinstant  du  passage  de  la  comète  en  ce  point.  Si 
les  valeurs  qui  en  résulteront  n'étaient  pas  suffi-* 
samment  exactes,  on  recommencerait  avec  cçs  deux 
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élémens  corriges  les  calculs  précédent ^  et,  après 
quelques  essais ,  ou  parviendrait  à  connaître  la  vraie 
distance  périhélie  et  Tinstant  du  passage  au  périhélie 
qui  répondent  aux  observations  données. 

22.  Si  l'on  voulait  déternainer  l'orbite  avec  encore 
plus  de  précision^  au  lieu  d'employer  dan&le  cakuldes 
corrections  de  la  distance  périhélie  et  de  l'instant  du 
passage  y  trois  observations  seulement^  on  choisirait, 
parmi  les  observations  de  la  comète,  celles  que  Ton 
supposerait  les  {dus  exactes ,  et  en  les  comparant  deux 
à  deux,  on  formerait  un  système  d'équations  semblables 
aux  équations  (d)  ou  aux  équations  (e).  On  combi- 
nerait ensuite  ces  équations  de  la  manière  la  plus 
avantageuse  pour  en  tirer  les  valeurs  des  quantités 
qui  doivent  servir  à  la  correction  des  élémens  de  la 
première  approximation ,  et  l'on  déterminerait  ainsi 
Torbite  qui  satisfait  le  plus  exactement  possible  à 
l'ensemble  des  observations  connues  de  la  comète. 

Il  peut  arriver  dans  certains  cas  que,  malgré  les 
précautions  que  nous  venons  d'indiquer,  Forbîte  cor- 
rigée ne  représente  qu'assez  imparfaitement  encore 
les  résultats  de  l'observation;  c'est  qu'alors  sans  doute 
le  mouvement  de  la  comète  n'a  pas  lieu  dans  une 
parabole,  comme  nous  l'avons  supposé,  et  que  son 
orbite  est  elliptique  ou  hyperbolique.  Cette  der- 
nière espèce  d'orbites  intéresse  peu  rAstronomie. 
Quant  auK  élémens  de  l'orbite  elliptique,  on  peat 
les  déterminer  par  une  méthode  d'approximation  sem*' 
blable  à  celle  du  n^  2  j  ,>  lorsqu'on  a  déterminé  par  les 
méthodes  précédentes  la  parabole  qui  représente  i 
à  peu  près  le  mouvement  de  la  comète.  Pour  cela, 
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on  choisit  quatre  obseryatîons  exactes  qui  embrassent 
toute  la  partie  yisiMe  de  Torbite  ^  et  Ton  calcule  les 
angles  Y  et  U  relatifs  à  ces  observations  dans  quatre 
hypothèses^  d  abord  en  employant  les  ëlémens  appro- 
chés de  l'orbite  parabolique^  ensuite  en  ^sant  varier 
la  distance  périhélie;  troisièmement  en  changeant  seu- 
lement rinstant  du  passage^  et  enfin,  en  conservant 
la  distancé  périhélie  et  Finstant  du  passage  de  la  pre- 
mière hypothèse  et  en  supposant  une  orbe  elliptique 
très  allongée,  en  sorte  que  la  différence  i  — -  e  de  sou 
excentricité  à  lunité  soit  une  très  petite  fraction.  Les 
formules  du  n^  26,  liv.  II,  serviront,  dans  ce  cas,  a  dé- 
terminer le  rayon  vecteur  r  et  l'anomalie  u  correspon- 
dans'à  chaque  observation.  Gela  posé,  en  nommant 
respectivement  u,  t,  s  ]es  nombres  par  lesquels  il 
faut  multiplier  les  variations  supposées  dans  la  dis- 
tance périhélie  dans  Finstant  du  passage^,  et  la  quan- 
tité I  —  e ,  "  pour  avoir  leurs  véritables  valeurs ,  on 
formera  trois  équations  semblables  aux  équations  (d) 
qui  renfermeront  chacune  ces  trois  inconnues,  et  qui 
serviront  à  les  déterminer. 

Nous  ne  faisons  qu'indiquer  ici  cette  méthode, 
parce  que  les  résultats  qu'elle  donne  laisseront  tou- 
jours beaucoup  d'incertitude  sur  la  durée  de  la  révo- 
lation  de  la  comète  qui  est  surtout  importante  à  con- 
naître ,  et  que  le  seul  moyen  certain  de  la  déterminer 
est  d'attendre  que  l'on  ait  observé  un  nouveau  passage 
de  cet  astre  à  son  périhélie* 

Pour  faciliter  l'usage  des  méthodes  que  nous  venons 
d'exposer,  nous  allons  en  faire  Tapplication  à  deux 
comètes,  dont  l'apparition  a  été  assez  longue  pour 
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fournir  un  nombre  d'observations  suffisant  à  la  dé- 
termination exacte  de  leurs  orbites* 

Détermination  de  Vorbite  de  la  comète  de  x^n^. 

23.  Parmi  les  observations  connues  de  cette  comète, 
nous  avons  choisi  les  suivantes.  Les  époques  sont 
évaluées  en  temps  moyen  à  Paris^  compté  de  minuit. 

Août.  LongUodes  obsertées.      Lalitades  obwnrées. 

\&  95508,    û'  237"  27'  12",     *°55*  19'  45"  B. 
2s,9oi53,     a  23o.3i.33,     h  57«4^.22, 
28,87972,        224»  6,3o,         59.33,58. 

On  a  calculé  au  mojen  des  tables  du  Soleil  la  longi- 
tude et  le  rayon  vecteur  de  cet  astre  pour  l'époque 
de  l'observation  du  22  août ,  et  l'on  a  eu 

long,  du  0  +  180**,  log.R, 

A  •  3290  38'  57" ,  o .  0046329. 

Ensuite,  pour  faire  usage  de  la  méthode  exposée  n*  5, 
et  avoir  des  observations  équidistantes,  on  à  déter- 
miné la  longitude  et  la  latitude  de  la  comète  pour 
l'époque  du  28"^*,86998,  au  moyen  de  la  formule 
d'interpolation  connue 

Z  =3  — ■ .  a  —  — r ; — r  .  O  -p  — ; ~  •  CL  , 

dans  laquelle  a*" ,  a ,  a'  sont  trois  longitudes  ou  trois 
latitudes  observées  aux  temps  ^  —  /w,  /,  ï  +  tï  res- 
pectivement ,  et  z  la  longitude  ou  la  latitude  corres- 
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pondante  à  un  temps  quelconque  t  +p  intermédiaire 
entre  ceux-là. 

On  a  trouvé  ainsi,  en  employant  les  trois  observa^ 
lions  précédentes, 

Ao&t.  LoDgitnde  interpolée»  Latitade  interpolée. 

38,86998,     ^  224«7'6%  V  59»55'49". 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  que  renferme  le 
premier  tableau ,  on  aura  les  suivantes 


0=5^,96845,    A  — a*c=  93Mi'a5", 

A  — fl=  99.  7.  4, 
A  —  a'=  io5.3i.5i. 

Au  logarithme  de  9  on  ajoutera  le  logarithme  cous* 
tant  8. 23558:21 ,  ce  qui  donne 

log .  6=^9.0114457» 

Gela  posé,  on  commencera  par  calculer  léS  trois 
quantités  C"" ,  C  et  C  au  moyen  des  formules  (C),  .n^ 5. 
On  aura  d'abord 


sm(A — a')  • . .  9  •  985857  5     sin(A — a)  • . .  9 .  9944776 
tang  6... 0.1992660  tang&'       0.2309548 

,  !■■■■■         -~   *  «^.«BMiABiiB^H— sawa» 

o. I 83 1233  0.2254524 

nombres  •+•  1.524485  —1.680476 

-f- 1.524485 


C*S=:^  —  Ot  155991. 


On  troaveifait  de  h  même  manière , 

TOMB  II. 
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À  l'aide  de  ces  valeurs ^  on  formera  celles  des  quantités 
J?^'  Q,  H,  qu'on  calculera  par  les  formulés  du  n®  9; 
on  aura  d'abord 

^=16.908250, 
et  ensuite 

'    log  C^ .  .9. 1930996      log  C' 9. 1865969 

sin  (A  -  a*) . . .  9 .  9996826      sîu  (A-a*) . . .  9 .  9838573 

log.^^  .••1.2280986      log. -r^j-.  .•  1.2280986 


0.4208808  0.5985528 

nomb.  —  2.6556o8  +2.502577 

+  a. 602577 

P  =  —  o.i5323i. 

On  calculera  de  même  les  quantités  Q  et  H,  et  Ton  aura 
Ps?=-,-o.i55a3ï,  Q=:--o.594559>  H=s;o.6o7i55. 

Les  'quantités  — g^—  et  esîn  (A — œ)  se  détermineront 

par  la  méthode  exposée  n^  8 ,  et  cos  c  par  l'équation 
CQS  c  =;  ^—  cos  (Ajr— a)  .  cos  i.  On  aura  aipsi 

— = — =o.g89249>  estn(A-«)=-o.o  128622, cosc... 8.9276863-, 

et  les  deux  équations  (18)  et  (19)  deyieiMlrcmt  en  7 
suJïstitumt  ce&  valeurs 

r*:^?^i^4à:H€65)  —  ûf^  +  ç*    )  a... 0.171 189 
l=(o.489389)  +  ie  +  cc4*-:-;2f^!| 


•        •  ■  ■  I     •  '  ■  <  I  , 
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Pour  résoudre  ces  équations^  on  fera  sur  les  valeurs 
de  p  et  de  r  une  première  hypothèse,  dans  laquelle  on 
sera  dirigé  par  les  remarques  du  n""  7  ;  on  substituera 
ensuite  r-f-  S'r  et  f  -f-  ^t  ^^^^  î^s  équations  précé- 
dentes, et  en  négligeant  les  carrés  des  corrections 
1res  petites  JV  et  eT/,  on  aura  entre  ces  quantités  deux 
équations  du  premier  degré  qui  serviront  à  les  déter- 
miner; on  parviendra  ainsi^  après  quelques  essais,  aux 
vraies  valeurs  de  r  et  de  /•  On  a  trouvé  de  cette  manière 

r=  I  •220585, 
/>  =  0.785761, 

d  où  l'on  a  conclu,  au  moyen  de  la  formule  du  n"*  17, 

8-=. — o. 565382. 

Cette  valeur  étant  négative,  ils^ensuitque  le  22  août  la 
comète  n'avait  pas  encore  atteint  son  périhélie.  Il  en 
résulte  pour  la  distance  périhélie 

D  =r  — ï^*  =  1. 066610, 

ce  qui  donne  pour  lanomalie  correspondante  à  l'ob*- 
servation  moyenne 

cos4  i^  =  -  =  9 .  9393039 , 
et  par  conséquent  v  =  42"*  20'  32*. 

Ou  trouvera  par  la  table  des  comètes  ou  par  la  for^ 
mule  (28)  que  le  nombre  de  jours  que  met  la  comète 
à  décrire  cet  angle  est  de  36,8269,  et  ce  temps  ajouté 
à  l'époque  de  l'observation  moyenne,  donnera  pour 
l'instant  du  passage  au  périhélie,  sept.  28^,7284* 


•  « 
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Connaissant  ainsi  à  peu  près  la  distance  périhélie  et 
l'instant  du  passage  de  la  comète  en  ce  point,  on  pourra 
s'occuper  immédiatement  de  la  recherche  de  sa  yéri- 
table  orbite^  par  les  méthodes  des  n^'  19  et  21. 

Détermination  de  Vorhite  de  la  seconde  comète 

de  i8o5. 

2i4*  Nous  nous  proposons  de  calculer  Torbîte  de  cette 
comète  en  employant  trois  observations  séparées  par 
des  intervalles  de  temps  inégaux  ^  afin  de  donner  ua 
exemple  de  l'emploi  des  formules  contenues  dans 
le  n""  1 4*  Nous  avons  choisi  la  comète  de  1 8o5^  parce 
que  son  orbite  a  déjà  été  calculée  par  plusieurs 
autres  méthodes ,  et  qu'en  comparant  leurs  résultats 
aux  nôtres,  on  pourra  mieux  juger  du  degré  de  préci- 
sion auquel  nous  atteindrons. 

Voici  trois  observations  de  cette  comète,  corrigées 
de  l'aberration  et  de  la  parallaxe ,  et  évaluées  en  temps 
moyen  compté  de  minuit  à  Paris  : 

Époques.  Longit.  observées.  Laiit.  observées. 

Novemb.    25>3224i     a\24»4i'  4''    ôo.ay*  aS' 35' 

30,51095    a  .15.59.40      A.  19.25.28 
Décemb.       5,a958i     a.  2.  7. 11       b\  5.20.45. 

Les  tables  de  Delambre  ont  donné  la  longitude  el 
le  rayon  vecteur  du  Soleil  correspondant  à  l'observa- 
tion moyenne,  et  Ton  a  trouvé 

lieu  du  0  +  180°,     log.  R, 
A.68'25'4i",  9.9936673. 
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Danscet  exemple^ ona  8=7«i8854/  6'=4« 78486, 
en  ajoutant  aux  logarithmes  de  ces  quantités,  le 
logarithme  constant  8  •  235582 1 ,  on  forme  les  sui* 

vantes  : 

log.tf  =19.0922228,     Iog.tf''=Iog. =9.0127696, 

log.é'  =  8.9i545i4,  log-é^^sslog. =  8.3154287. 

Si  au  logarithme  de  8' — 8  on  ajoute  le  logarithme 
constant  S.SSoooyS,  on  aura  Tare  correspondant  du 
mojen  mouvement  du  Soleil  exprimé  eu  secondes; 

on  trouvé  ainsi  — ^  =— •  47' —  a5".    En  joignant 

cette  valeur  aux  quantités  renfermées  dans  le  tableau 
précédent,  et  en  faisant,  pour  abréger,)  A+f6",5S?A„ 
on  formera  les  suivaûtes  : 

A-<i»...43«44'37',  A,-a«»,..42»67f  14*,  û«-ia..,  9"   l'M", 
A-iz....52.46.   i^   A|— Of .•  .5i.58.38,    a -a^. •13.32.29, 
A-t/..  .66.  i8.3o,   A,-a\.  .65.3i.   7,    a**-a'. .  .22.33.53. 

Cela  posé,  on  commencera  par  calculer  les  trbis 
quantités  C*,,  C,,  C',,  comme  nous  l'avons  expliqué 
û**  i5,  c'est-à-dire  au  moyen  des  formules  (C),  dans 
lesquelles  on  changera  simplement  Â  en  Â,  ;  on  trou- 
vera ainsi 

C^=o.2748775,  €,=-0.4524441, C\=-|-o.i685io5; 
d'où  l'on  conclura 

COS  b  '     j        /y    a 

gg7ë;=— 214.2618.. 
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La  quantité  D  se  c^lçul^  par  la  formule  (D)^  et  l'on 
trouve 

0  =  0.0046390. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  {^5), 
on  aura 

?,==— 2.3i4o20^  0^=3—4.026275,  H,=— 3.6o5652; 

on  forme  d'ailleurs  aisément  les  quantités  suivantes 
qui  entrent  dans  les  équations  (a)  et  (C),  n*  i4^ 

—^r—  ==  1 .014545 ,  e  sin  (A— 7 û>)  =  o . oo86865 

(2R  cos  c)= — 1 .  124717* 

Au  Hioyen  de  ces  valeurs ,  les  deux  équations  à  ré- 
soudre pour  la  solution  du  problème  deviendront 

r»  ==  (0.97 1 358)  -f-  (  I .  t  a47  ï  7)./»-!-/% 

-  =5i  (o.5i46883)  4-  (:t!38^64e).f-Ki7.283o34)./', 

^'oùj  l'on  tir^,  après  quelques  ess£^is, 

r  2=  1.048786, 
f  ==0.104679. 

Les  formules  (20)  donneront  ensuite 

x=i  '    1.045256,     .r^si-^ 0.430155, 
jr  =  — 0.078599,    j^=      i.!i56774, 

Z=         0.034812,       Z^=:  — 0.377434, 

d'où  Fou  conclura 
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log .  {xxi—xj)  =  o  .1 07 1562 , 

log.(ar;3 — ;r:5^)  =  9, 5^92583 i    '  .' 

Le  signe  delà  quûiitiléj^/.^^j^ëtânt: positif,  on 
en  conclut  d'aliord  que  îe  motïvenient  de  la  coniètè 
est  direct.  Si  Ton  nomme  et  la  longitude  de  soa  noeud 
et  i  rinclinaiisoh  de  son  o  Aile  sut  rdcKptîqute  /  on 
aura  .  ^'  •  -•  • 

ce  qm  donne  a  =  2"  7'  3 1%  oï^ bien  a  =  1 82*»  7'  3 /j 
on  trouvera  ensuite 

tang  z  =7 ^ti^ZJiA — L,  r^  Q,4724oiôV 


et  comme  tang  <  doit  toujours  être  une  quantité  po- 
sitive, on  aura 

et  A  sera,  n"*  16^  là  longitude  du.  nœud  ascendant 
de  l'orbite  sur  \t  plan  de  récliptique.  La  distance 
périhélie  se  déterminera  par  la  formide 


En  calcnluat  directement  cette  yalenr  par  la  foramlè 
(30)9  on  a  tcouyé  0=90.891  x!ii ,  résultat  qui  diffère 
très  peu  du  préoédeiit.  .      . 

De  là  on  eondut  l'anomalie  dArrespondante  à  l'oir^ 
servation  moyenne  par  la  formule      . 
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cQs^'lv  ==  -  =  9 .  9290507 , 
èe  qui  donne  p  =  45^""  57'  Sa". 

Le  temps  que  la  comète  eçiploie  à  décrire  cette 
anomalie  se  détermine  par  la  formule 

t  =  (^n»)^  .  (tangi i;  +  i  .  tang'  l  c^)  .  [i .  76441 79]. 
En  substituant  pour  D  et  (^  leurs  valeurs ,  on  trouva 

(2D^)K..\  0.0754208 
tang^c^...  9.6238938 

1,7644179 

1 .4637325 29^,08924 

•Jtang*^^...  8.7706665 

0.2343988.....   i,7i532 

^...5o*8o456. 

* 

Le  temps  t  est  l'intervalle  qui  s'écoule  entre  Tins- 
tant  de  l'observation  moyenne  et  celui  du  passage  de 
la  comète  au  périhélie.  Pour  savoir  quelle  est  cellç  des 
deux  époques  qui  a  précédé  l'autre ^^  il  faut  calculera 
quantités  ou  seulement  détennainer  son  signe  par 
la  formule 

Ici  s  est  négatif  y  et  il  en  résulte  par  conséquent  que 
la  comète  s'avance  vers  son  périhélie.  En  ajoutant 
donc  à  l'époque  de  l'observation  moyenne ,  o'e$t4^ 
dire  au  3o^5i095  novembre^  l'intervalle  de  3o^^8o456; 
on  aura,  pour  l'instant  du  passage  «au  périhélie^  le 
3i,5i55i  décembre. 
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Déterminons  enfin  la  position  du  périhélie  sur  For- 
bite;  on  aura      • 


tang  ^  =f  =  —  (8.8761980) , 


d'où  Ton  conclut ,  n*  1 6 , 

<p=555°4i'59'; 
on  aura  ensuite 

ceqoi  donne  o*=  lyS^iS',  et  Ton  aura^  par  consé- 
quent ^  pour  le  Heu  du  périhélie  sur  Torbite 

En  réunissant  les  diverses  quantités  que  nous 
venons  de  trouver,  et  ajoutant  :68* 25' 41 '^  ou 
l'angle  Â ,  à  la  longitude  du  nœud  et  à  celle  du  péri* 
bélie^  pour  que  ces  longitudes  soient  rapportées 
comme  à  Tordinaire  à  la  ligne  des  équinoxes^  on 
aora^  pour  les  élémens  de  l'orbite , 

Passage  au  périhélie.  • . .  décembr.  5 1^,  5 1 55 1 , 

Distance  périhélie o.  891 122, 

Lieu  du  nœud  ascendant 25o^53'  12% 

Inclinaison ]6.5i  .^5, 

Lieu  du  périhélie log. 28.44^ 

Sens  du  mourement  direct. 
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Rectification  des  élémens  de  Vorbite  de  la  comète 

de  1824* 

« 

25.  Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  à 
la  comète  de  18249  la  méthode  que  nous  avons  donnée 
pour  arriver  à  une  connaissance  exacte  des  élémens 
de  l'orbite  d'une  comète,  lorsqu'on  connaît  à  peu  près 
la  distance  périhélie  et  le  temps  du  passage  au  péri- 
hélie. 

Nous  avons  choisi ,  pour  corriger  ces  deux  élémens^ 
lès  trois  observations  suivantes  t 

Époqnes.  Longitudes  observées.     Latitudes  observées. 

Août 4^9îa75     0^252^32' 2&'     i*48°  /So'', 

22,9514     a.25o»34<49     ^«57.44*^^' 
Septembr.   5,9100     a' 218.  4*54      ^'61*  4'^' 

,  ■•   .   .    .  .   .  • 
Les  lieux,  du  Soleil  correspoodaut   ^ux    niémes 
époques  et  calculés  par  les  tables  de  Dcjaznbre  don- 
nent  ^ 

Longiiade  Q.  log.  R. 

152*»  21 '58''  0.0060678 

^     .i/^g.^i.5o  •  D. 0046284 

i6i.i5.54 ••    t). 6033786. 

,  •        '    <        •  ...  .  • 

Su]p]po$on8  que. par  les.ptemiei^  essais  on  ait  ti'onvé 
pour  la  distance  périhélie  1 .04598:  et  pchir  l'époque 
du  passage  le  28"''',3i53;  calculons  avec  ces  élé- 
mens approchés  les  angles  U,  V,  U'  et  V  par 
la  méthode  exposée  n*  18.  Voici  le  détail  de  ce 
calcul  : 
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,5 


Pas.  pér.  sept.  a8 , 3 1 53     t,  •  • 

Ep.don.août.    4>9^7^   ^** 
^  =  54/,3878    T.. 

o.oig4^^4 
g.88i5io6 


D.... 

008*  i(/».. 

cosCTS.. 
cosb'.,. . 

cos  CTS. . 
sin  CTS. . 

I  V 

sin  SCT. . 

sin  CST. . 
sine®. 


0,1379128 

9.7012595 
9.8244563 


^— •^ 


9,5257158 
9.9740669 
o . 0060678. 
9.8620872 


9.8422219 

9.6470652 
9.8719247 
]  IsîqGTS.     o  .  025933 1 


ûnA* 


9.5449230 

9.9523989 
9.9715041 

cos  CST..    9.9808948 


cosCST.. 

COSA**.. 


1 .  735501 5    v^r^S»»  3o'  1 3"8 
0.0291351  cos'^i'®.  9.9407553 


I . 7063664 

5oi,8588 

long,  0...   i32°2i'58' 
long. comët.  252.32.28 

r     élong.G'TS=:i20*^i</3o' 


CTS..    109^36' 14" 
SCT,.      44-  ^'^ 

i53»39'4i" 
CST...   26°^o'i«" 


laLliéHo-A*»..  2i9°3i'46" 

commut.  CST.  ,  i6p52' i5* 

long.delaXer.  3i2.ixi.58 

long,  hélio.  ^^  295°î^9'43' 


Nous  venons  de  déterminer,  par  ce  calcul,  TaitO- 
malie,  la  longitude  et  la  latitude  héliocenîrîques  de 
la  comète  relatives  à  l'instant  dfi  l'ol^sçrvation  du 
4  î^out;  en  re'pe'tant  les  mêmes  opérations,  par 
rapport  aux  époques  du  22  août  et  du  5  septembre  , 
ou  parviendra  aux  résultats  sui,van$  : 
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«<o—  58»3o'i3'&,    i>=s   4a<>56'i7'3,    «/s=  So^ig'ao'S, 
f"  =  295.29.43,      f  =  306.59.52,       f'^3i8.i3.  4> 
A*=  ao. 31.46,      A=:   31.45.33,       a' =  4o-i4*4^- 

Ces  valeurs  donneront  ^  en  comparant  les  deux  der- 
nières observations  à  celle  du  4  août^ 

t^^— i;  =  i5*  35'  59" ,    <p  — ^«  =  1 1*»  5o' .  9'', 
i^ — (^'=28. 10.54  ^     ^' — (p^  =  22.45.31, 

et  au  moyen  de  la  formule  (4) ,  on  en  conclura 

* 
«>8(^— f>«).  9.9911888 

cosA^..  q.q7i5o4i       .  ^^  9 

*-*'Z      sinA..  q. 7212730 
c^A...  9.9295557 

9.8922488  9'^^'9^ 

nomb.  +0 .  780277  ^o .  184585 

+0.780277 

00317  +  0.964862    log.  9.9844652. 

On  aura  donc 

U.  .  .     i5-i4'   2" 

V.  .  .   15.55.59 

V — u.  -  .  19' 37"      wi.  .  .  +  1177"- 

On  trouverait  de  même 


U'..  .     27^58' 16" 
V'..  .    28.10.54 

V— U'TT'!  52'  58''      m',  c  .  +  1958''. 

26.  Supposons  maintenant  que  Ton  fasse  varier  d'une 
petite  duantité  la  distance  périhélie  et  l'instant  du 
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passage^  et  déterminons  les  variations  correspon- 
dantes des  angles  U^  V  ^  U'^  Y^  Les  calculs  qui  ont 
servi  à  former  ces  angles  fourniront  toutes  les 
données  nécessaires  à  cette  nouvelle  recherche.  Un 
aara  d'abord  par  la  seconde  des  formules  (o')  ^ 

ii^  =   (2718").  J'i  —   {2l206f).J'D, 

iTi^^  =  (4o69").cr«  —  Ci4a464"),crD, 

et  par  la  première  des  mêmes  formules ,'  en  conver- 
tissant tous  les  termes  en  secondes, 

Ç  =  (i522").cr<  +  (78470'  ).jrD, 

t.  =  (i58a'0.«r<  +  (i25i65'0.«rD, 
^  =  (iio3'0./«  -^  (i5864o").«rD. 
La  formule  (à)  donnera  ensuite 


«Ta» 

= 

fo 

.73191).-^, 

cTA 

= 

(ï 

.1855  ).^, 

«TA' 

= 

(I 

.4448  ).T^, 

et  par 

la  formule 

(^) 

y  on  aura 

«T?' 

= 

— 

(o.67584).Ç, 

<r<p 

= 

(i.ioSg  ).— , 

/(j>' 

'    ' 

•  (1.24^  y-T* 
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Par  la  formule  (b) ,  on  formera  les  Tariatîons  des 
angles  auxiliaires  Â  et  A'  ;  on  tronyera  ainsi 


M  =  —  (0.66018).^  -  (1.19879).^, 

M'  =  —  (0.60734).^  —  (1.44098)-  7- 

En  substituant  ces  valeurs,  ainsi   que   celles  de 
cTA*,  cTA,  cTa'  dans  la  formule  (c),  et  en  rempla- 

çant  ensuite  —,    —  ,   -r  par  leurs  valeurs ,  on  trou- 
vera 

cTU  =  —  (  ^'O-cT^  +  (  8759"). cfD, 
J^U'=:  —  (68^0 -^^  +  (iSo^S'O.cTD. 

Les  valeurs  de  <r^%  /t^,  cTi^'  donnent  d'ailleurs 

eTV  =.  —  {n^')M  —  (28ai70.crD, 
crv'=  —  (issi'j.cT/  —  (69603'o.crD. 

On  aura  donc  ehfin,  pour  déterminer  les  variations 
^t  et  cTD ,  les  deux  équations  suivantes  : 

793. éT/  4-  57576.crD  =  1177, 
1283. cT/  4-  82628. cTD  =  1958, 

d'où  l'on  tîre 

cTD  =  +  0.002460,     cTi  es  +  1.3676. 

On  trouve ,  par  conséquent ,  pour  là  distance  péri- 
hélie et  pour  l'instant  du  passage  de  la  comète  par 
ce  point ,  d'après  ces  premières  corrections , 

D  =  1.04844?  ^"st.  du  pass.  s^pt.  29',6829. 
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Avec  ces  nouveaux  âémeDS>  du*  ^commencera 
les  calculs  précédens,  et  Ton  arrivera  bientôt  aux  va-- 
leurs  de  D  et  de  t  qui  satisfont  le  plus  exaetement 
possible  aux  trois  observations  données. 

27.  Pour  montrer  comment  on  procéderait  à  la  cor- 
rection des  élémens  de  l'orbite  par  la  méthode  des 
variations  déterminées,  exposée  n®2i,  reprenons 
les  trois  observations  du  n°  aS,  et  après  avoir  cal- 
culé les  angles  U,  V,  U',  V  avec  les  valeurs  que 
nous  avons  supposées  à  la  distance  périhélie  et  à 
l'instant  du  passage,  nommons  m  et  ¥r/  les  diffé- 
rences V — U  et  V  —  U';  ou  aura,  par  ce  qui  pré- 
cède, 

Wt  se  +  1 177',  l>|'  =:  -f.  1958'. 

Faisons  subir  maintenant  une  légère  variation  à  la 
distance  périhélie ,  sans  altérer  l'époque  du  passage. 
Supposons,  par  exemple, 

D=  i.ooSqS,     inst.  du  pass,  sept.  28'',3i53. 

En  calculant  de  nouveau,,  avec  ces  données,  les 
angles  U ,  Y  ,  U',  V^,  on  trouve 

U  =  I5^Io'5I^  U'  =  27*33'5i% 

V  =  i5.5o.4o,  T  =  2S.55.52, 

V— U  =        39'  49",  V'~U'  =    1-22'    i\ 
/»  =  +  a589"  n-  =  •+-  4921''. 

Faisons  varier  enfin  Tinstant  du  passage ,  en  conser- 
vant la  distance  périhélie  employée  dans  la  pre- 
mière opération  ;  supposons  par  exemple , 

D  =   ï  .04598,     inst.  dupass.  sept.  29',5i53. 
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Ea  recommençant  avec  ces  données  les  calculs  précé- 

dens^  on  trouvera 

U.-.  i5M4'   o"  l3^..  37* 56' 56^ 

V...   i5.20.n5  T...  37,48.22 

V— ÎlT^         6' 25'     r— U'...        Il' 46' 
p  z=z+  585%  /?'  =  +  706*. 

Au  moyen  des  valeurs  de  m,  m^,  n,  n!,  P  ^^Pf 
on  formera  les  suivantes  : 

et  Fon  aura  à  résoudre  ces  deux,  équations 

—  Ï212.U  4-    794»^  =  ^^77» 

—  2965.11  +  1252. f  =  igSS, 

d'où  Ton  tîre 

M  =  —  0.097040  y       ^  =  -f-  1.55425. 

En  multipliant  respectivement ,  par  ces  deux  quan- 
tités, les  variations  — 0.04  et  +  i^  que  nous  avons 
supposées  a  la  distance  périhélie  et  à  l'époque  du 
passage,  on  aura,  pour  les  variations  véritables  de 
ces  élémens , 

J^D  =  +  o.oo588i6,      JV  =  + 1^,55425, 

d'où  Ton  conclura,  pour  la  distance  périhélie  et 
l'instant  du  passage  au  périhélie  corrigés, 

D  =  1 .049863 ,     inst.  du  pass.  sept.  29^,6495. 

j 

En  calculant  avec  ces  élémens  les  angles  U,  V,  U',V'i 
on  aura         - 
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V...  I5°I4'44^  U'...  37* 57' 44", 

V...  i5.i4*io>  V...  27.56.26^ 

On  ferait  disparaître  entièrement  ces  différences ,  en 
augmentant  uii  peu  la  distance  périhélie  et  en  ayan«< 
çaat  lepoque  du  passage  ;  mais  comme  elles  ne  s^é^ 
lèvent  guère  à  plus  d'une  minute,  nous  ne  pou»" 
serons  pas  pluç  loin  cette  recherche,  et  nous  déter- 
minerons ,  d'après,  la  distance  périhélie  et  Finstant 
du  passage  précédent,  tous  les  élémens  de  l'orbite. 
Le  calcul  que  nous  v.enons.de  faire  des  angles  U>  V» 
U',  T  a  donné 


V' 


=  59- 15'  5o'' 
X"*=  21 .   o.   2 
?'=295 .   5 .  52 


P=  440   i'2o"lp'=  5 1-59'   4" 


As:=  Sa. Si  •   9 


A'=  41.  5.  4 


^=3o6. 16.47    ^'=517.29.   I. 


En  combinant  entre  elles  les  valeurs  qui  se  rappor- 
tent à  la  première  et  à  la  dernière  observation ,  parce 
que  ce  sont  celles  qui  donnent  aux  numérateurs  et 
aux  dénominateurs  des  formules  du  n^  20,  les  plus 
grands  nombres  et  dont  on  doit  attendre ,  par  con- 
séquent ,  le  plus  d'exactitude ,  on  trouve 

i==54»36'  6",         a  =  279*  1 3' 44". 

[iest  l'inclinaison  de  l'orbite,  et  le  mouvement  de  la 
■omète  étant  direct,  a  est  la  longitude  du  nœud 
liscendant.  En  nommant  0*  la  distance  de  la  comète  à 
ke  nœud  ,  à  Tépoque  de  la  première  observation ,  on 
trouve  parla  formule  (29),  n°  16, 

Tome  II >  6 


8» 
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sur 


<rc=26'4'45'', 

d'où  l'oû  conclura,  pour  Iç  lieu  du  périhélie 

l'orbite, 

^  4.  or  +  a  =  4°  55'  5g'. 

Les  élémens  de  l'orbite  de  la  comète  de  1834  seront 
donc 


Passage  au  périhélie ,  septembre 

Distance  périhélie. '  • 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite.  . 
Liongitude  du  nœud  ascendant. 
Inclinaison  de  l'orbite. 


«  •  . 


29^,6495 
1 .  049862 
4-  55'  59" 

279.15. 44 
54.56.  6. 


Sens  du  moui^ement  direcU 


r 


IM  ■  I    >»  » 


/ 
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CHAPITRE  III. 


Perturbations  du  mouvement  elliptique  des  Comètes. 

2i8.  Les  comètes  sont,  comme  les  planètes,  assujet*- 
ties  à  des  perturbations  qui  altèrent  leur  mouvevtient 
elliptique  autour  du,  Soleil,  et  qui  font  varier  par  de- 
grés les  élémens  de  leurs  orbites.  Ces  perturbations 
sont  en  général  beaucoup  plus  considérables  pour  les 
comètes  que  pour  les  planètes,  et  elles  sont  surtout 
sensibles  dans  la  durée  des  révolutions.  Leur  déter- 
mination doit  dépendre  évidemment  des  mêmes  prin- 
cipes que  celle  des  inégalités  planétaires ,  puisqu'elles 
dérivent  de  la  même  cause,  et  la  méthode  exposée 
û*  i5,  livre  II,  qui  consiste  à  exprimer  TefTet  des 
forces  perturbatrices  par  la  variation  des  constantes 
arbitraires  qni  entrent  dans  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique,  parait  être  encore  dans  cette  question 
la  plus  appropriée  à  la  nature  du  problème.  On  dé- 
termine ,  en  effet,  très  simplement  de  cette  manière 
les  variations  difTérentieUes  de  chacun  des  élémens 
de  l'orbite,  et  il  ne  s^agit  plus  que  d'intégrer  ces  for- 
mules pour  avoir  tous  les  élémens  du  mouvement 
de  la  comète  dans  son  orbite  troublée.  Malheureu- 
sement €ette  intégration  présente  de  grandes  diffi  • 

6.. 
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cultes.  Les  excentricités  des  orbites  des  comètes  étant 
en  général  très  considérables^  et  leurs  inclînaisans 
à  récliptique  variant  à  Tinfîni^  il  n^est  plus  possible 
de  développer  la  fonction  perturbatrice  en  série  con- 
vergente ordonnée  par  rapport  aux  puissances  as- 
cendantes de  ces  quantités ,  et  il  faut  renoncer  a  l'a- 
vantage d'avoir,  pour  déterminer  les  inégalités  des 
comètes,  des  formules  qui,  comme  celles  des  per- 
turbations planétaires,  embrassent  un  nombre  indé- 
fini de  leurs  révolutions  et  ne  demandent  que  des 
substitutions  numériques  pour  donner  les  résultats 
cberchés.  Pour  intégrer  les  formules  différentielles 
des  élémens  de  lorbite  troublée,  on  est  obligé  ici  de 
recourir  aux  méthodes  d^approximation  connues  soas 
le  nom  de  quadratures  mécaniques.  Ces  méthodes 
consistent  à  partager  la  courbe  décrite  par  la  comète 
en  portions  très  petites ,  par  rapport  auxquelles  on 
détermine  les  altérations  produites  par  les  forces  per- 
turbatrices sur  chacun  des  élémens  del'orlnte;  diffé- 
rentes formules  donnent  ensuite  le  moyen  d'en 
conclure  les  variations  totales  de  ces  élémens  dans 
l'intervalle  compris  entre  les  deux  extrémités  de  l'arc 
de  trajectoire  que  l'on  a  considéré.  On  peut  détermi- 
ner de  cette  manière  les  altérations  des  élémens  de 
l'orbite  elliptique  pendant  une  révolution  entière  de 
la  comète,  c'est-à-dire  dans  Fespace  de  tenaps  qci 
^'écoule  entre  deux,  passages  de  cet  astre  au  périhé- 
lie; mais  les  calculs  que  cette  méthode  exige  dans  les 
applications  spqt  immenses,  etiil  convient  de  les  res- 
.treindre  apt^nt  que  possible,  pour  éviter  tout  tra- 
eVailini^tile  au  caleulatèur.  C'est  tteiqu'pn^peut  faire 
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très  simplement  lorsque  la  comète  est  dans  la  partie 
supérieure  de  son  orbite  ^  et  que  sa  distance  au  Soleil 
devient  très  grande ,  relativement  à  celle  de  la  planète 
perturbatiice  au  même  astre.  La  fonction  dont  les  perr 
turbations  dépendent  peut^  dans  ce  cas^  se  développer 
en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  descen- 
dantes de  cette  distance,  et  les  expressions  diflféren- 
tielles  des  altérations  des  élémens  elliptiques  se  par- 
tagent alors  en  deux  parties  dont  lune  est  intégrale 
par  elle-même^  et  dont  l'autre^  beaucoup  moins  con- 
sidérable que  la  première ,  peut  se  déterminer  par 
des  approximations  successives ,  aussi  exactement  que 
Ton  feut. 

La  théorie  des  perturbations  des  comètes  peut  donc 
être  regardée  comme  complète,  et  les  travaux  de 
Lagrange  sur  ce  sujet,  exposés  dans  un  beau  Mémoire 
qui  remporta  le  prix  proposé  par  FAcadémie  des 
Sciences,  en  1780,  n'ont  presque.rien  laissé  à  faire  a 
ses  successeurs.  Sans  doute  on  pourrait  désirer,  pour 
déterminer  ces  perturbations,  une  méthode  dontlap-^ 
plication  numérique  fut  plus  simple  ;  mais,  par  la  na- 
ture même  des  difficultés  que  présente  la  question,  il 
me  parait  douteux  qu'on  y  parvieinne,  et  il  est  probable 
que  long-temps  encore  ce  sera  à  la  patience  du  cal- 
culateur à  suppléer  sur  ce  point  aux  imperfections 
de  l'analyse. 

Nous  présenterons,  dans  ce  chapitre,  les  expres- 
sions différentielles  des  élémens  de  l'orbite  troublée 
des  comètes  9  sous  la  forme  particulière  qu'il  convie^nt 
de  leur  donner,  pour  faciliter  l'application  de  la 
méthode  des  quadratures  mécaniques  à  leur  intégra- 
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tion.  Nous  développerons  ensuite  ces  formules  pour 
le  cas  où  la  comète  est  dans  la  partie  supérieure  de 
son  orbite  y  et  en  considérant  les  termes  de  ces  ex* 
pressions  qui  peuvent  s'intégrer  rigoureusement, 
nous  donnerons  des  formules  analytiques  qui  expri- 
meront y  SOUS  forme  finie  y  la  partie  la  plus  considé- 
rable des  perturbations.  Nous  exposerons  enfin  le 
moyen  de  déterminer  par  approximation  l'autre 
partie  avec  toute  la  précision  désirable.  Dans  le  cha- 
pitre suivant,  nous  présenterons  ^  avec  autant  de  dé- 
tails que  le  permettront  les  bornes  de  cet  ouvrage , 
l'application  de  ces  formules  aux  trois  comète^  dont 
le  retour  périodique  est  maintenant  constaté. 

29.  Soient  m  la  masse  de  la  comète  Xyjr^  z  ses 
coordonnées  rectangulaires  rapportées  au  centre  du 
Soleil  dont  la  masse  est  représentée  par  M;  soient 
ar',  "/y  z'  les  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice 
m! y  rapportées  aux  mêmes  axes  et  à  la  même  origine 
que  les  premières.  Si  Ton  désigne  par  r  et  r'  les 
rayons  vecteurs  de  m  et  de  m'y  et  que  pour  abré- 
ger  on  fasse 

f  ' = (^' '-^)* + (y  — ^)' + (a' -  2)% 

et 


R=,„'.(i_f:f^±^''), 


les  trois  équations  différentielles  du  mouvement  de 
m  autour  de  M,  en  négligeant,  pour  plus  de  sim- 
plicité ,  la  masse  de  la  comète  devant  celle  du  iSoleil 
prise  pour  unité,  ce  qui  suppose  m -f- M  =  1,  seront, 
»•»•  livre  II, 
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Lorsque  R  est  nul^  ou  lorsqu'on  fait  abstraction 
des  forces  perturbatrices,  ces  équations  sont  celles 
du  mouyenaent  elliptique  :  nous  avons  développé 
leurs  intégrales  complètes  dans  le  chapitre  lY  du  livre 
c\Xé. 

Supposons  donc  que  x,y,  z  soient  les  trois  coor^ 
données  de  la  comète  dans  Torbite  elliptique,  et 
x+Jlr,  j'-f-ciy ,  z-f-J^z,  ce  que  deviennent  ces 
valeurs  dans  Forbite  troublée ,  J'a: ,  jy  et  «fz  étant 
de  1res  petites  quantités  de  Tordre  des  forces  pertur- 
batrices; en  substituant  JC+J^-^^  J^+^^  z-i^J'z  , 
à  la  place  de  x^y,  z  dans  les  équations  précédentes, 
et  négligeant,  comme  on  le  fait  ordinairement  dans 
la  théorie  des  comètes,  les  termes  du  second  ordre 
par  rapport  à  m',  on  aura 


(B) 


Si  ces  é<|uatton&  étaient  intégrables ,  elles  donne- 
raient iniiuédiatement  les  valeurs  des  variations  ^x, 
dy  et  cTzr  ^^  ^^  1^  joignant  aux  valeurs  des  trois 
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coordonnées  x,jr^z  relatives  au  moavement  ellip- 
tique ,  on  pourrait  déterminer  à  chaque  instant  le 
lieu  de  la  comète  dans  son  orbite  troublée. 

On  peut  satisfaire  aux  équations  (B)  dans  deux  cas 
qu'il  convient  d'examiner^  parce  qu'il  en  résultera 
des  considérations  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 
Supposons  d'abord  que  la  comète  s'approche  beau- 
coup du  Soleil  ;  les  coordonnées  x^  y,  z  deviennent 

^lors  très  petites  ^  ainsi  que  les  quantités  j- ^  J"»  "J» 
en  effet,  en  développant  R,  on  a 

R  =  ™'.0_l.p+!.<Sa:^'±i!Ï+ eu..), 

d'où  l'on  voit  que  si  l'on  suppose  que  cc^jr^z  soient 
de  l'ordre  /»',  les  trois  différentielles  partielles  de  R 
seront  de  l'ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices; 
et  les  altérations  qui  en  résulteront  seront  insensibles. 
Il  est  permis  y  par  conséquent,  de  supposer  nuls  les 
seconds  membres  des  équations  (A) ,  d'autant  plus 

que  dans   ce  cas  les  termes  ^,  4^  A  deviennent 

très  grands.  Le  mouvement  peut  donc  être  alors  re* 
gardé  comme  elliptique ,  et  l'on  satisfait  en  effet  aux 
équations  (B),  en  y  faisant  cTj:,  Sj^l  ^z  égaux  à 
zéro. 

Concevons  maintenant  la  comète  dans  la  partie 
opposée  de  son  orbite,  et  supposons  que  son  rayon 
vecteur  r  devienne  très  grand  relativement  au  rayon 
vecteur  r  de  la  planète  perturbatrice.  On  pourra 
développer  Pi  en  suite  convergente  par  rapport  aux 
puissances  descendantes  de  r:  on  aura  ainsi 
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en  supposant ,  pour  abréger, 

R=î"»  •L""pr+ ;5 ^ ^ hcicj. 

£q  différenciant  cette  expression  de  R,  abstraction 
faite  de  R',  on  trouve 

valeur  exacte,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  aux 
quantités  près  de  Tordre  -4-  J  la  première  des  équa- 
tions(B)  devient  donc 

Si  Ton  observe  que  l'on  a 

^^= ~r' ' 

et  que ,  négligeant  le  carré  des  forces  perturbatrices, 
on  peut  supposer  dans  les  termes  multipliés  par  m', 

d*x X         rf*x' ^ 

on  verra  aisément  que  cette  équation  peut  s'écrire 

ainsi 


IF 


+ih-  m'y)  .^.  +  ifz  -  m'z  ') ,  ^. 
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Lqs  équations  difTérentielles  en  ^j  et  S^z  foarnirout 
deux  équations  semblables.  On  satisfait  à  ces  équa- 
tions^ abstraction  faite  du  dernier  terme  de  leur 
premier  membre,  en  supposant  £x^=^Tïix\  <jy=  m'y' 
et  cri5= m V.  Soient  donc 

l'équation  précédente  deviendra 


g  /3x*       I  \   ,       3ry  .   y  3x« 


et  l'on  y  satisfera  en  prenant  ^zrzj.m'x,  >i= j .  /^J^, 
Ç=|  ./Tî'z.  Il  en  serait  de  même  des  équations  diffé- 
rentielles relatives  à  >i  et  à  Ç  ;  on  aura  donc  enfin 

Telles  sont  les  valeurs  de  S'x,  Sy  et  Sz  qui  ré- 
sultent des  équations  (B),  abstraction  faite  des  termes 
que  nous  y  avons  négligés ,  et  qui  sont  d'autant  plus 
exactes  que  la  comète  s'éloigne  davantage  du  Soleil. 
Si  l'on  voulait  avoir  des  intégrales  de  ces  équations 
plus  approchées,  on  désignerait  par  J'^Xy  S'jj  J^z, 
les  quantités  très  petites  qu'il  faut  ajouter  aux  pré- 
cédentes, pour  avoir  les  valeurs  exactes  de  S'x^  jy, 
S^Zy  et  changeant  dans  les  équations  (B)  cTx,  jy,  ^z 
en  cT'x,  S^'jy  cT'z  et  R'  en  R',  on  aurait  trois  nou- 
velles équations  qui  serviraient  à  déterminer  ces 
quantités. 

5o.  Froposons-'uous  maintenant  de  déterminer  les 
variations  qu'il  faut  faire  subir,  aux  constantes  qui 
entrent  dans  les  formules  du  mouvement  elliptique^ 
pour  satisfaire  généralement  aux  équations  (À),  au 
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moyen  des  mêmes  intégrales.  Ea  supposKaDt  R.  nul , 
nous  sommes  parvenus,  dans  le  chapitre  IV  du  livre  11^ 
aux  sept  intégrales  suivantes , 

p,  —  zjr,  =  C",  ^=  <ÎX  —  c'z,  — /, 

£n  nommant  y  pour  abréger,  x^^jr^^  z^,  les  trois 


i".  ' 


_     ...  ,     dx     dy      dz 

La  constante  a  représente,  dans  ces  équations  ,  le 
demi  grand  axe  de  l'orbite. 

Les  trois  constantes  r,  c',  (?  fixent  sa  position.  En 
effet,  si  l'on  nomme  ^  l'inclinaison  du  plan  de  cette 
orbite  sur  le  plan  fixe  des  x,y,  et  <t  la  longitude  de 
son  nœud  ascendant  comptée  sur  le  même  plan,  on 
aura 

z  =  tang^  cos  a  .y  — •  tang  ç  sin  a  .  x. 

Cette  équation  ,  étant  comparée  à  l'équation 
cz-|-c3^^-c'ar=o,  qui  résulte  des  intégrales  (C), 
donne 


i/c'»  -4-  c"*  c" 

tang(p  =  .i — ^ ,     tangût  =  — ^. 

Les  conslantesy,  /*',  f^^  déterminent  l'excentricité 
et  le  lieu  du  périhélie.  En  effet,  soient  e  le  rapport 
de  l'excentricité  au  demi  grand  axe^  et  /  la  longi- 
tude du  périhélie  projeté  sur  le  plan  des  oc^j^  on 
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aura]^  Q°  ^  i  >  livre  II , 

Pour  simplifier  les  formules  suivantes ,  nous  pren- 
drons y  pour  le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  la  po- 
sition de  la  comète  et  celle  des  planètes  perturba- 
trices ,  le  plan  de  Torbite  primitive  de  la  comète  \ 
dans  ce  cas,  l'angle  ^  est  nul  à  l'origine  de  la  pé- 
riode que  l'on  considère,  en  sorte  que  les  cons- 
tantes c'  et  c'  seront  de  l'ordre  des  forces  pertur- 
batrices. On  a  d'ailleurs ,  par  le  numéro  cité, 

d'où  l'on  voit  que  y  est  du  même  ordre  que 
c'  et  c".  11  suit  de  là  que  si  l'on  n'a  égard ,  comme 
nous  le  ferons,  qu'à  la  première  puissance  desj 
forces  perturbatrices,  on  pourra  négliger  le  carré 
àef^;  si  de  plus  on  nomme  cû  la  longitude  du  péri- 
hélie sur  l'orbite  comptée  à  partir  de  l'axe  des  Jtr ,  oa 
aura,  aux  quantités  près  du  second  ordre,  par  rap- 
port à  l'inclinaison  ^ ,  i=c0;  on  aura  donc  simple- 
ment ,  pour  déterminer  les  deux  constantes  ^etoo, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

e .  sin  û)  =  y  ,     e  .  cos  où  =y^  (^) 

Déterminons  maintenant  les   variations  des  six 
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constantes  a  y  c,  c\  <l\  f  et  f^.  Comme  les 
grandes  excentricités  et  les  grandes, inclinaisons  des 
orbites  des  comètes  ne  permettent  pas  d'appliquer  à 
ces  astres  les  formules  que  nous  avons  développées 
dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires ,  nous  ne 
suivrons  pas  ici  l'analyse  du  chapitre  VI  du  livre  II, 
et  nous  exprimerons  les  altérations  des  élémens  de 
Forbite  elliptique  par  des  formules  qui  contiendront 
la  quantité  R  et  ses  différentielles  sous  la  forme  où 
elles  sont  données  immédiatement,  c'est-à-dire  en 
fonction  des  coordonnées  de  la  comète  et  des  planètes 
perturbatrices.  Les  intégrales  (C),  où  les  constantes 
arbitraires  se  trouvent  exprimées  au  moyen  des  coor- 
données de  la  comète  et  de  leurs  différences  pre- 
mières divisées  par  l'élément  du  temps,  sont  très 
commodes  pour  cet  objet.  En  effet,  nous  avons  vu 
n'Sj,  livre  cité,  que  si  Ton  suppose  à  lune  quel- 
conque des  intégrales  du  mouvement  elliptique  cette 
forme 

a  =  fonct. (x ,  7",  2,  ^,,J;,z,), 

la  même  intégrale  conviendra  aux  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  troublé,  pourvu  qu'on  y 
regarde  comme  variable  la  constante  a  ,  et  qu'on  dé- 
termine sa  variation  par  l'équation 

La  caractéristique  cT  désignant  ici  des  différentia- 
tioQs  relatives  aux  constantes  seulement,  les  variations 
de  ces  constantes  étant  liées  entre  elles  par  les  équa- 
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tions 

J'XzsOf  jy=o,  «Tzrsso, 

'^*'=ê-'^^'  ^y'=^'^y  'f«.=S-'^«^ 

Si  l'on  substitue  successivement  rt,  c,  c-,  d',/,  f  et 
leurs  difTcrentieUes  dans  la  formule  générale  (D) ,  et 
qu'on  remplace  les  trois  quantités  S^x^ ,  cf/^ ,  /z^  par 
leurs  valeurs ,  en  observant  que  z  est  de  l'ordre  des 
forces  perturbatrices  et  que  nous  négligeons  leur 
carré  ^  on  aura  d'abord 


et  ensuite 


de 


JR  É?K\ 


de'  :=:—  a^.-^.dt. 

Les  variations  des  constantes  y]>  f,  c\  c"  étant  dé- 
terminées, on  en  conclura  aisément  celles  des  cens- 
tanstes  Cy  (^^(^  ^i  a.  En  effet,  en  différenciant  les 
équations  (6)  y  on  aura 

« 

de  3=r  sin  ûù.df  ^cosco.dfy 
_  edcùsszco%cû^df'  —  smèù.df. 
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Noos  avons  nommé  â»  la  loogîtade  du  périhélie 
comptée  de  Taxe  des  jrr;  si  l'on  prend  ponr  cette 
droite  le  grand  axe  de  Vorbite  de  la  comète  y  cù  sera 
de  l'ordre  des  forces  perturbatrices^  et  les  équations 
préeédentes  donneront  simplement 

de  z=:zdjy       edûù  =  df^. 
Si  l'on  suppose ,  comme  dans  le  n*  44t  ^^vre  11^ 
tang ^ sin  a  =:^/>,     tang  <p  cos 0,^=1  q  ^ 

et  qu'on  remarque  qu'on  a,  n*  20  du  même  livre, 
c*-}-c'*+  c"*=fl.(i  — e*) ,  ce  qui  donne,  en  négli- 
geant le  carré  desforces  perturbatrices  c-=^\/a.{i — e*), 
on  aura 

,  de  j  '  de 


Ces  formules  serviront  à  déterminer  la  position  de 
Torbite  troublée  de  la  comète  par  rapport  au  plan 
<lfi  son  orbite  primitive  ;  il  sera  facile  ensuite  d'en 
conclure  la  positiAnr  de  cette  orbite  par  rapport  à  un 
plan  Kxe  quelconque. 

5i .  Il  nous  reste  à  trouver  la  variation  delà  sixième 
arbitraire  qui  entre  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique ,  et  que  nous  avons  nommée  la  longitude 
delepoquCr  Reprenons,  pour  cela,  les  formules  de 
ce  mouvement  ;  en  faisant,  pour  abréger,  n  =  a —  • , 
un  a,  n*:>.a,  livre  II, 

r=  ,  ■     — p-^ — rsssfl.fi—^cosw).       *^    ^ 
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Dans  ces  équations  ,nt+e  représente  la  longitude 
moyenne  de  la  comète ,  «*  -f-  6  —  û>  est  son.  anoma- 
lie moyenne,  M  son  anomalie  excentrique ,  et  v^a 
son  anomalie  vraie. 

Soient  xetjr  les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
comète  rapportées  au  plan  et  au  grand  axe  de  son 
orbite ,  les  abscisses  x  étant  comptées  du  foyer  vers  le 
périhélie,  on  aura 

x  =  rcos(t»  — et>),    ^  =  rsin(i^ — a>); 
on  a  d'ailleurs ,  en  comparant  les  deux  valeurs  de  r. 


e^ 


i  +e  cos (y  —  «») 

d'où  Ton  tire 


=:  I  — ecos  u. 


sm(^— û))  = ,         COS  ((^— û>)  = 


6  cos» 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x 
et  dejr,  on  trouve 


a:=fl.cosM  —  ae  ,    ^=  a^i — e*.sîn  u. 

Cela  posé ,  si  l'on  difTérencie  la  première  des  équa- 
tions (a),  on  aura,  dans  le  cas  de  Tellipse  inva- 
riable , 

ndt  =:  du.(i — ecosi^). 

Cette  équation  doit  encore  subsister  dans  le  cas  de 
l'ellipse  troublée,  c'est-à-dire  lorsqu'on  regarde  ses 
élémèns  comme  variables;  on  aura  donc  ainsi 

d€'^dûà^=du.{\ — ecosw) — de.sxnUj      (3) 


DTJ  SYSTÈME  DU  MONDE.  97 

lanooialie  ei  ne  variant  ici  qu'à  raison  de  la.  variation 
des  constantes  que  sa  valeur  renferme.  ' 

Si  Ton  différencie  l'expression  de  cos  {i^  —  û>)  en  y 
faisant  varier  les  constantes  e  et  co,  et  qu'on  y  subs- 
titue eç^uite  jjo.ursin(i'  —  co)  sa  \aleur>  on  trouvera 
aisément  j  . 

,                 mnu    "1           I  —  «  cos  tf     -, 
du^s^'^ :  •  de ,  •  ao»  • 

Cette  valeur ,  substituée  dans  l'équation  (3)  ^  donne 

■ 

formule  qui  déterminera  la  variation  de  e ,  lorsque 
celles  de  e.'et,de.«  seront/ cçiftnùes»  On  peut  écrire 
ainsi  cette  ^qu^tLem        •         .  » 


«  » . ..       •  »  • 


,  e</« .  [cos  w .  f  2  —  î?  cas  i)  —  eT  ' 


•  '  i 

efsi  Fon  remplace,  dans  le  .secopd  membre,  de  et 
edjù  par  leurs  valeurs  df  et  <(/!;  et  qu'on  observe 
que  les  valeurs  de  x  etj^,  en.  lês.difîerencîant  et 
substituant  pour  du  sa  i^aleur  tirée  .de  l'équation 
ndt:=zdu.(i  —  ecosw),  donnent 


>  ■"—".» .  \ 


j                 andt.sinu.         ,    .,     andi.yi — -e^.cosu 
ax  = .— r ;  ^  .*  /  W^  ==  '    ■' — '• 


>  ^  M  i 


Il  est  iacile  de  voir  qu'on  pourra  lui  donner  cette 
Tome  IL 


':   / 
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d*  —  A..(i-l/Ti:i?)  = à=..iy.c(f—K.df) 

aj/  1—  «■ 

^  an(i  — Tf  •  \di  ''^J'^dt-J  )' 

Maintenant^  si  dans  cette  équation  on  substitue 
pour  ^et  df  leurs  valeurs  déterminées  précé- 
demment^ en  remarquant  que  l'on  a 

X  dy — jrdx=i  a^yji — e^.ndt^ 
û* .  (i— e  cos  ^<)*=^•  =  of +J-* , 

on  trouvera 
^6=^û).(l  — \/^)  — 2a/id^.(^x^^-/^).   (5) 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  Vfé 'au  moyen 
de  celle  de  don  supposée  connue.  -En  remplaçant  àa 
par  sa  valeur,  on  aurait,  pour  déterminer  rffi,  une 
foi^mule  directe  ;  mais  il  est  plus  conmiode  de  Ini 
laisser  cette  forme. 

On  peut  observer  qu*en  différenciant  la  première 
des  équations  {a) ,  nous  avons  regardé  n  comme  inva- 
riable ;  la  variation  de  cette  constante  introduirait  dans 
Texpression  précédente  de  dt  le  terme  — tdn;  mais  ce 
terme  disparaîtrait  dans  l'expression  différentielle  de 
la  longitude  moyenne  nt^  e  qui  serait  en  effet 

ndt  +  tdn  —  tdn  +  de. 

Il  est  donc  inutile li'y  avoir  égard,  puisque  Im- 
pression de  cette  longitude  est  la  seule  qui  contienne  la 
constante  </dans  les  formules  dû  mouvenienît  elhp* 
tique,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  supposa 


j 
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que  le  moyen  mouvenieiit  est  exprimé  par  fndt 
kns  le  mouvement  elliptique  et  dai^s  le  mouve-^ 
meuttrouUé^  la  valeur  de  n  étante  dans  ce  dernier 
cas  j  celle  qui  résulte  des  perturbations.  Pour  la  dé^ 

terminer,  observons  que  l'équation  n  =  a"^»  donne, 
eu  la  différenciant, 

2  a 

£n  substituant  donc  pour  ^  -  sa  valeur,  on  aura 

Cette  équaticm  oonaera,  ei^  l'intégrant  et. en  |r 
ajoutant  une  constante,  le  moyen; :mouyement .dan^ 
i'orbite  troublée..  : 

52.  Rassemblons  les  différentes  formula  que  nou^ 
venons  de  trouver.  Si,  pour  shàpHiSeri:  onlfaît 


<  •   »< 


ce  qui  donne 


«  • 


et  que  l'on  substituée  dans  ces  formules  pour  y^/  -T^f 

T-,  lefr  valeurs  precédentèi%,  ^t  p6ur.;r  et  ;^,  leurs  Va- 

»  • .  '« 

leurs  en  fonction jdefu,  on  avi^ 
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de    6sm\du.à\/v^\cosu,{xY''yX)^mdiâ.a V^ wVY, 
êd^  =  m'da .  a  sîn  u\  i^xY-yHy^rndu .  n  ^/i-e* .  rX , 
d%    =  (i- V^  1  -O  •  ^*  —  27nV« .  r .  (xX+  J'Y) , 

'  .Tl^du       '  mm  '  ' 

Kl— e* 

dq    — .rxZ.    ;, 

Y  I— « 


(6) 


*  % 


£q  joignant  à  ces  équations  la  suivante , 

dn  =  3m  du .  a*w.  sin  m  .X — 3nidu  •  a*n  V^  i  — *•  •  cos  uY,  (7) 

qui  donnô  ?dt ijeçténi^nt- la  variation -dtt* moyen  mou- 
vement, on  pourra  déterminer  par  de  simples  qua- 
ïratàrèii  lés  àltératiottià  de  èftâcùn  deè  élémetfs  qui 
ÎRJ^êùt  ^  lès  dimensions  et  la  pôsi^tion  de  Totbite  de  la 
comète,  ainsi  que  la  situation  de  cetasU^  à  un  'îtis- 
tant  donne-*» ^''-  '-    »-  ^     .  ..:  .^ 

Dam  .\e&}  ^pplicajtions.  :niip^éHqiies..d«B  •.  Soaamiles 
précédentes ,  on  sera  obligé  de  déterminer  les  valeui's 
des  différentes  variables  qu'elles  renferment,  cqrrefi- 
pondantes  à  une  valeur  doimée  de  r^momalie  ex- 
centrique u.  On  a,  par  le  n?  3i,  Texpression  des 
coordonnées  ^sc,  j",  et  du  rayon  vecteur  r  de  la  comètel 
en  fonction  4e.z/i  r^<>^  pourra  donc  en  déduire  îmmé- 
diatement  leurs  valeurs,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
qi^puler  les  valeurs  simultanées  des  coordonnées  x% 


pris  pour 

4e  Torbe  de  la  planète'iHir  ^elui^Ae^  là  tx>mète^  A  la 
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longitude  de  son  nœud  ascendant*^  comptée  sur  ce 
dernier  plan ,  à  partir  de  la  ligne  des  absides^  qu'on 
désigne  de  plus  parV  Fangle  que  fait  le  rayon  yecteur 
ravec  la  lîgnedes^œùdsy  onaura^  par  une  construc- 
tion très  simple , 

x'^zzr' cos i/.  cos  A  —  r' sin  p'.  sîn  X  .  cos y , 
y  s=zr  cos  i/.  sîn  A  +  r'  sin  i>f  •  coaA  .  ces  y  ^' 
z'  sssip'  sin  i^'.  sin  y*' 

Usera  facile^  d après  les  positions  connues  des  or- 
Bifes  de  la  comète  et  des  planètes  perturbatrices ,  de 
calculer  les  constantes  T^ety  qui  entrent  dans  ces  va- 
leurs. Quant  au  rayon  vecteur  /•'  et  à  langle  /,  on 
observera  que  le  temps  écoulé  depuis  le  passage  au 
périhélie  est  donné,  en  fonction  de  u,  par  l'équa- 
tion 

.   .  ï 
^  ==û».(m— e.sm  m). 

En  joignant  la  valeur  qui  en  résultera  à  l'instant  du 
passage ,  on  aura  Tépoque  qui  se  rapporte  à  la  varia- 
tion supposée  dans  l'arc  de  l'anomalie  excentrique  u  ; 
fe  tables  astronomiques  fourniront  ensuite  toutes  les 
données  nécessaires  pour  déterminer  les  valeurs  cor- 
respondantes de  r'  et  de  p'. 

35.  Un  des  points  les  plus  importans  de  la  théorie 
[des  comètes  est  l'altération  du  tèmp3  périodique;  elle 
oepend  de  l'altération  de  l'anomalie  moyenne,  et  celle- 
^  se  détermine  aisément  au  moyen  des  formules 
précédentes. 

En  eflfet ,  si  Ton  nomme  f  l'anomalie  moyenne  de 
«  comète  ,  on  aura  ,  dans  l'orbite  elliptique , 
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Cette  équation  conviendra  encore  au  mouvement 
troublé  y  pourvu  qu'on  y  regarde  €  et  cù  comme  va- 
riables et  qu'on  y  substitue  pour  n  sa  valeur 

»  =  N  +fdn, 

N  étant  une  constante  qui  représente  la  valeur  de  n, 
ou  le  moyen  mouvement  de  la  comète  dans  l'unité 
de  temps ,  au  commencement  de  la  période  que  Toa 
considère,  et  fdn  étant  déterminé  par  la  formule 
(7).  On  aura  donc,  en  différenciant  la  valeur  de  f , 
par  rapport  aux  constantes  seulement , 

d^z=:dt.fdn  +  à — df»i 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant , 

fdÇ=fdtfdn  +  fdi^fd(a. 

Cette  équatiqn  servira  à  déterminer  la  variation 
de  l'anomalie  moyenne  ;  on  peut  la  simplifier  en  fai- 
sant disparaître  la  double  intégrale  qu'elle  renferme  : 
en  effet,  on  a 

fdtfdnsstfdn^ftdni 
on  aura  donc 

fdC^^ifdn-^ftdn+fde^fdôû, 

4 

valeur  qui  ne  dépend  plus  que  de  simples  quadratures, 
comme  celle  des  altérations  des  autres  élémens  de 
l'orbite. 

Cela  posé,  on  aura  généralement  pour  l'expression 
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de  ranofnaiie  moyeone  dans  l'orfaite  troublée  ^  après 
un  temps  quelconque  t , 

Si  l'on  suppose  que  Ton  commence  à  compter  le 
temps  i  de  l'instant  du  passage  a.u  périhélie ,  Tangle 
i—cù  sera  nul  pour  cette  époque,  puisque^  par  cette 
hypothèse ,  on  a  Ç = o^  en  même  temps  que  i  =  o. 
On  aura  donc  simplement 

Soit  T  le  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passage» 
coiiséeutifs  de  la  comète  à  son  périhélie  ^  lorsqu'elle 
aura  achevé  sa  révolution  ;  on  aura 

fdC^"tfdn  —  ftdn-^-fdg^fdctà.      (8) 

Les  intégrales  devant  s'étendre  depuis  2  =:  o  jusqu'à 
<=T,^  l'anomalie  augmente  dans  cet  intervalle  de^ 
36o^;  on  aura  donc,  pour  le  même  instant  > 

a^  =  NT+/iÇ,  (9) 

• 

it  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
lunité. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées ^  la  comète  de  1682^ 
revenue  à  son  périhélie  en  lySg,  et  dont  il  s  agit  de 
fixer  le  prochain  retour.  On  calculerait  immédia- 
tement llnsfant  de  ce  passage  au  moyen  de  l'équation 
fg) ,  si  la  valeur  de  la  coxistai^te  N,  relative  au  périhé- 
lie de  1759,  était  connue;  mais  cette  valeur  ne  sau- 
rait se  conclure  directement ,  comme  celle  des  autres 
élémens  de  l'orbite ,  des  observation^  faîtes  pendant 
l'apparition  de  1759,  elle  se  déduit  du  temps  qu'a 
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employé  la  comète  à  faire  sa  révolution  anomalis- 
tique  de  1682  à  1769,  et  cette  donnée  est  affectée  des 
perfubations  qu'a  éprouvées  cet  astre  durant  cette 
période.  Four  la  déterminer^  supposons  que  T  soit 
rintervalle  de  temps  qui  sépare  les  passages  de  1682 
et  de  lySg,  et  que  N  soit  la  valeur  de  n  qui  répond  à 
Forigine  de  cette  période;  à  l'instant  du  passage  au 
périhélie  de  lySg,  par  Téquation  (9),  on  aura 

11  — .^  — = — 4 

r        ♦ 

Les  intégrales /"devant  commencera  l'instant  du  pas- 
sage au  périhélie  de  1682,  où  nous  fixons  l'origine  du 
temps  tj  et  s'étendre  depuis i=o jusqu'à  /  =  T;  et  les 
valeurs  des  constantes  e ,  € ,  âi  se  rapportant  aux  ob- 
servations du  même  passage. 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  N  relative  an 
périhélie  de  1682,  et  l'on  en  conclura  celle  de  N', 
relative  au  périhélie  de  1 769 ,  par  l'équation 

l'intégrale  comnîençânf  ,|  comme  les  précédentes  ,  à 
l'instant  du  passage  au  périhélie  de  1682,  et  devant 
s'étendre  depuis  t  z=z  o  jusqu'à  ^  =  T.  On  aura  ensuite 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Torbite  qui  se  rapportent 
aux  mêmes  époques  par  les  équations 

Soît  maintenant  T' l'intervalle  de  temps  inconnu 
qui  s'écoulera  entre  le  passage  au  périhélie  de  1 769 
et  le  prochain  retour  qu'il  s'agit  de  déterminer*  On 
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anra,  povr cette  époque, 

J^  =  t/5â  —ftdn-i'/He  —ffÔi,      (»©) 
et  par  suite , 

les  iïltég^ales  f  commençant  ici  à  ricstant  diu  pas- 
sage au  périhélie  de  1769^  et  s'étendant. depuis  <  =s  o 
jusqu'à  ^  =  T^;  les  valeurs  des  constantes  e,  €,0^ 
quelles  renferment  étant  d'ailleurs  celles  qui  ré-» 
snltent  des  observations  de  la  comète  faites  à  la 
niéme  époque. 

L'équation  (11),  qui  ne  renferme  que  l'inconnue  T', 
servira  à  déterminer  sa  valeur.  On  connaîtra  ^insi  l'in- 
tervalle de  temps  qui  doit  s'écouler  entre  le  passage  de  la 
comète  au  périhélie  effectué  en  lySg,  et  le  passage  sui- 
vant; on  pourra  par  conséquent  fixer  d'avance  l'époque 
de  son  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite. 

34.  Toute  la  difficulté  de  la  théorie  des  pertuiliations 
des  comètes  se  réduit  donc  à  intégrer  les  formules  (6). 
Cette  intégration^  comme  nous  l'avons  dit,  n'est  pas 
possible  en  général  ;  on  ne  peut  l'effectuer  que  par  le 
moyen  des  quadratures  mécaniques.  L'analyse  four- 
nit différentes  formules  pour  cet  objet  ;  nous  allons 
présenter  celle  que  l'on  a  généralement  adoptée^  et 
qui  résulte  fort  simplement  des  premiers  principes  du 
^alcid  aux  différences^ 

Soit^-  une  fonction  quelconque  de^,  et  soient 
jr<o)^^(0^j,(0  '^  -,  7'^'\  ce  que  devient  successivement 
cette  fonction^  lorsqu'on  suppose  jr  =  o,  jr=^a, 
«r=s2a, .  *  .,  xzsïist;  désignons  par  A^^^^,  A7^*^  ^*c-» 


/ 
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les  différences  finies  de  ces  quantités  prises  deux  à 
deux ,  par,  A^*^,  A^'^  leurs  diffîrences  secondes  et 
ainsi  de  suite ,  en  sorte  qu'on  ait 


yC0-yO^0=A^C«-O, 


A*jfCi)-A'^*>    =Ay*), 
A'yCO- A^^CO     =a3j^C0  ^ 


A^j'CO-A'^C'-ïJ-sAy 


-M 


etc« 


De  ces  équations  on  tire,  par  des  substitutions  Êi- 
ciles , 


etc.; 


Ay>, 


d'où  Ton  conclut  généralement 


formule  qui  sera  très  convergente^  si  les  différences 
A/*,  A^*^,  A^*^,  etc.,  décroissent  avep  beaucoup 
de  rapidité* 

Cela  posé,  on  peut  regarder j^ ss/^x)  comme  Té- 
quation  d'une  courbe  parabolique  dont  j^  représente 
l'ordonnée  et  x  l'abscisse  ;  cette  courbe  passera  par 
les  extrémités  des  ordonnées  équidistantes  j^''^ 
j^'^f  etc.,  et  l'on  aura  d'autant  plus  de  facilité  pour 
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la  tracer,  que  ces  coordonnées  seront  pins*  rappro-r 
cbées;^'^  sera  donc  l'ordonnée  qui  répond  à  l'abscisse 
quelconque  ars=m  tXjj^^da;  Faire  indéfinie  com* 

prise  entre  la  courbe  et  ji;<axe  des  je.  ^  dans  l'équa*^ 
tion  (m),    on  substitue  pour  i  sa  valeur  -  ,  on 


X 

ce 

aura 


1 


r(o=/»)+*.A/»)+g^.AV'>+'^^^^rrVAv»)ifetc. 


1.2,  «t*        "^  l.H.S.é 


Multiplions  cette  valeur  par  dx  et  intégron94a  depuis 
x=z  o  jusqu'à  a:  =  a ,  l'expression  résultant^  sera 
celle  de  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées  jr^  et^^'^  j 
on  trouvera  -  ' 

De  même ,  pour  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées 
/O  et  j»^*\  on  aura 

et  ainsi  de  suite* 

En  prenant  donc  la  somme  de  toutes  ces  valeurs  ^ 
OQ  aura  pour  Taire  totale  comprise  entre  les  ordon- 
nées/•»>  et^^"^, 

fjdx  =  a  .  [yW  +jM +^— iJ] 

-f-  etc.  ' 
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On  a  d'ailleurs^ 

etc. 
L'expression  précédente  devient  donc  ainsi 


(« 


) 


+  ^.|;Ay'>^Aj«3     • 

—  etc. 

La  détermination  des  différences  àj^^,  ^y^'^  etc^ 
qui  entrent  dans  cette  formule ,  dépend  des  quantités 
jr^'"*"'^,  j^""*"*\etc.,  tandis  quonnest  supposé  avoir  cal- 
culé ces  ordonnées  que  depuis  j^'^jusqu'à^''^  Ce  serait 
un  inconyénient  pour  la  pratique,  mais  on  peut  l'éviter 
en  donnant  une  autre  forme  à  celte  expression.  Pour 
cela  9  remarquons  que  des  équations  {k) ,  on  tire 

^yim)  _3  2i^»-i)  ^  ^yi—O  +  Ay^"~'^  -f-  etc., 
A^">=  A*/»-*^4-  2.A^(— '^  +  5.  A^y^-^^+etc, 

etc.; 
d  où  Ton  peut  conclure  généralement 
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iy)=A'j'C-«)+i.A'+';yC*-«-J^.£(î±L).A«-^t-'-)+elc. 

Si  l'on  substîtae  ces  valeurs,  qui  ne  dépendent 
plus  que  des  quantités  /»,  y»-**,  etc.  ,•  dans  la  for- 
mule (G) ,  on  aura 

•  m 


ce 


--.[A/C-O^A/O] 


-^.[A-/-->  +  A-^^] 


AM*»^] 


—  etc. 


ICP) 


Le  premier  terme  de  Cette  série,  représente^ 
\  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre^  la  somme 
des  petits  trapèzes  cpmpris  entref  Itô  ordonnées  j^""^, 
^'^' •  •  ../^"^  spmme*  qui  approcherai  d  autant  plus 
<le  Taire  de-  k  oottrbe'  parabolique ,.  que  les  ordou:- 
nées  seront  plus  rapprochées^  et  leurs  variations  .jJus 
Klites.  .A  '       :.  ,'       /    .         •/    

35.  Four  appliquer  la.  série  précédente  à  ^'intégra- 
tion des.forinfiles  (6),.  représentons  par  Vdu  la  varia- 
tion différeaiielLe  de  l'ua  .qu)&I<{onqtLe'.des  élémens 
<le  lotbitc  de  la  comète^:  et  regardons  P  comme 
l'ordonnée  de  la  courlie  parabolique  dont  l'anomalie 
excentrique  i£.ëst  l'abscisse.  On.  fçva  v^ti^r  u^àe  degré 
en  degré  ou  de  deux  degrés  en  deux  degre^^  etc. , 

on  qu'on  le  jugera  qonvenable^  et  l'on  détertpi- 


ea 
selon 
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nera  les  valeurs  correspondantes  de  P  qu'on  dé- 
signera par  P^*^,  P^*^,  P^*^,  etc.,  et  Ton  aura  par  la 
formule  (P)  la  yaleur  de /Fdu  correspondante  à 
un  arc  donné  d^anomalie  excentrique.  On  pourra 
presque  toujours  s'arrêter  au  premier  terme  de  cette 
formule,  les  autres  termes  ne  donnant  que  des 
corrections  de  l'ordre  des  quantités  négligées.  Le 
seul  cas  où  il  deviendrait  nécessaire  de  considé- 
rer  ces  termes,  est  Celui  où  la  comète  approche 
beaucoup  de  la  planète  perturbatrice,  ce  qui  rend 

très  grande  la  fraction  -3,  et  par  suite  la  valeur  de 

P.  Mais  alors  il  sera  encore  plus  exact,,  pour  que 
les  ordonnées  P  ne  subisseilt  pas  de  trop  grandes  va« 
riations ,  de  diminuer  l'intervalle  qui  les  sépare  et  de 
faire  croître  l'anomalie  excentrique  de  demi-degré 
^h  demi*dëgi^é ,  ou  de  degré  en  degré ,  etc. ,  selon  les 
circonstanceà.  '  « 

*  36.  On  pourrait  déterminer,  par  ceite  méthode ,  les 
variations  des  élémens  de  l'orbite  elliptique  pendant 
une  révolution  enjtière  de  la  oomèiô;  mais  nous 
avons  vu  que  lorsque  cet  astre  est  dans  la  partie  su- 
périeure de  son  orbite ,  et  que  la  comète  s'éloigne 
beaucoup  dé  la  planète  perturbatrice,  la  partie  la  plas 
considérable  de  ses  peftartfations  pouvait  s'exprimer 
par  des  formules  analytiques  qui  n'exigent  plus  que 
des  substitutionis  numériqalés ,  ce  qui  fadJite  beau- 
coup le  calcul  de  ces  perturbations.  Développons  donc 
dans  l'hypothèse  précédente  les  variailionf 'des  élé* 
mens  de  l'oi^bite.  .  «^ 

Reprenons  la  valeur  de  R  ,  »'i 
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Si  FoQ  suppose  la  distance  r  de  la  comète  an  Soleil 
très  considérable  par  rapport  à  r^,  distance  de  la  pla- 
nète perturbatrice  à  cet  astre ,  on  pourra  réduire  Fex* 
pression  précédente  en  série  convergente  «  par  rap-- 
port^aux  puissaiH:qi  descendaiites  de  r,  et  l'on  aùra^ 

R'  représentant  une  suite  de  termes  dont  le  plus 


élevé  est  de  l'ordre^ 


7* 

L  avantage  qu'il  7  a  à  décomposer  ainsi  R  en  deux 
parties,  c'est  "que  la  fonction  R'  est  essentiellement 

très  petite  lorsque  le  rapport  -  est  uae  .très  petite 

fraction,  tandis  qu'âti  contraire  R  conservé  toujoùri 
une  valeur  finie,  quel  que  soit  l'éloignemen^ de  la 

comète,  a  cause  du  terme —/r^ —  qui  ne  de^ 

pend  que  de  la  distance  de  la  planète  au  Soleil.  li^en 
résnlte  qu'on  peut,  dans  une  première  approximation^ 
néglîger  tôut-à-fail:  la  secondé  partie  de  R  j  les  for- 
mules (6)  deviennent  alors  intégrables  par  elles- 
mêmes,  en  sorte  que  la  partie  la  plus  sensible  des 
perturbations  des  comètes  peut  toujours  être  expri- 
mée analytiquement  par  des  formules  finies ,  lorsque 
la  comète  est  dans  la  partie  i^upérieure  de  son  orbite. 
Dans  rapprozimaâon  suivante,'  bii  con^dérera  la 
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•   •   .  • 

fonction  R',  mais  il  suffira  le  plus  souvent  de  s  arrêter 
aux  premiers  termes  de  son  développement. 

Faisons  donc  d'abord  abstraction  de  R';  si  Ton  de'- 
signe  par  la  caractéristique  d^  défi  différentielles  uni- 
q^uement  relatives  aux  coordonna  de  la  comète^  oa 
aura  . 

On  peut,  dans  cette  valeur,  remplacer  3 ,  -tj  par 

reur  que  l'on  commet  étant  de  l'ordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  On  trouve  aîri^î  '    • 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  Idans  là  formulé  (0, 
n**  5o,  et  qu'on  l'intègre ,  on  aura* ,        '  •  .  ,  î  , 

.  ,  \     ,      I     •  »  -    's       ^  „  .       •  '  ï       •  J*f  ^ .  .  .   ^  y. . 

»      i        > .      .      /     •  .    .  *  ;     . 

S^  l'on 'détermina  l|a,  constante  que  cette  éqi^alioa 
repferA)ie  par  la  condition  que  cT^i^soit  Qui  au  point  dé 
Torbite  o.ù  l^on  a  commencé  à  coifsidérer  séparément 
les  deux  parties,  de  R  ^  l'expression  r^ultaqte  sera 
celle  de  l'altération  dujgra^d  *a^  j^pf.çs^jUn .temps 
quelconque ,  compté  à  partir  de  ce  j|^injt,;dviç.  \  la 
partie  de  R.indépendaptQ.deRf.    ,  .  .. 

On  peut  obteair,  d'une  autre jmanrère ,  la  valeur 
de  fT/si,  En  effçt^^si  l'oa  différencie^^. par  rapporta  ia 
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caractéristique  e^ ,  qui  aura  ici  la  signification,  que 
nous  lui  avons  donnée  n^ .29^  reqjii^tion 

1         a        dx^  +  dy  +  dz^ 
a        r         ^  de^ 

On  aura 

^a  ^^_^  2#r         ^dxd.i'x  +2dyd,i'y 

Nous  ayons  trouva ,  dans  le  numéro  cite  ^  par'  l'iniiéi- 
gration  directe  des  équations  difierentielles  du  mour 
vement  troublé, 

En  substituant  ces  valeurs  et  leurs  différentielles  dans 
l'équation  précédente ,  on  aura 

OU  bien  en  remplaçant,  "-^i-^  P»  sa  valet|r  -»—•-, 

era=— -./ntf— ^//ifl  'VF-J ? — ri 3?— ^j- 

On  voit  que  cette  expression  coïncide  avec  celle 
que  nous  avons  déduite  directement  de  la  formule  (i)^ 

en  supposant  dans  celle-ci  const.  =  —  «  ^^^f  I^  cons- 
tante arbitraire  étant  déterminée ,  dans  ce  cas,  de 
manière  à  satisfaire  aux  équations 

Tome  IL  8 
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L'ëquation  /i*  r=  — 3  donne ,  cn  la  différenciant  par 
rapport  à  «T , 

2    a 

fin  siibetititant  donc  pour  ^a  sa  vaknt  précédente, 
on  aura 

■  '  •  ... 

/ 

Cette  valeur,  augmentée  d'une  constante,  donnera 
l'altération  du  niQj^cn  mouvement  due  à  la  psortie  de 
R  indépendante  de  R'., 

Déterminons ,  d'une  manière  semblable ,  la  varia- 
-  *  tiou  de  rexCeutricité  et  du  périhélie  due  à  la  même 
partie  de  ïl» 

La  quatrième  des  équations  (C),  en  remplaçant 
ç  et  c'  par  leurs  T^leurâ  et  niégligeant  le  carré  de 
Zy  donne 

^    £n  différenciant^  par  rapport  à  la  caractérîstiqae  cT, 
cette  équatioiiy  on  aura 


*     ^    ^ 


+  dy .  {xd.  S'y  —yd.  9x  +  dyS'x  —  dxiy) 
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et  en  stilistîtnant  dans  cette  ëquatîon,  pour  S^x,  Sy^ 
cTs;  leurs  valeurs  précédentes,  elle  donnera 

^'"  1 rf? ^ i^ ^ dt^ 

^    dy.{xdy—y'dx+xdy  —  ydx')\ 

^  d^  r 

Si  Ton  ajoute  une  constante  arbitraire  au  second 
membre  de  cette  équation ,  et  qu'on  la  détermine  par 
la  condition  que  cl/ soit  nul  à  un  point  donné  de  For- 
bife^  1  équation  résultante  donnera  l'altération  de/  à 
paitir  de  ce  point ,  due  à  la  partie  de  R  indépendante 
de  R'.  Cette  valeur  doit  être  identique  avec  celle  qui 
résulterait  de  l'intégration  directe  de  l'expression 
de  (//J  n®  3o  ;  c'eçt  en  effet  ce  qu'il  est  facile  de  véri- 
fier en  là  développant  dans  l'hypothèse  précédente , 

et  en  observant  qu'on   peut  y  substituer  —  j^  ^ 

à'x    .    ^       ,  jg      X     .    .     x'         .  d\y        dW 

-^  a  la  place  de  ^  et  de  ^,  et  —  -3^—7^ 


i  la  place  de  ^  et  de  ^. 

Si  l'on  substitue  pour    ^   '  ^T'^       sa  valeur 
/-}•  -  dans  Texpression  de  //,  elle  devient 

dy .  {xdy  —y'dx  +  x'dy  -ydx')-^ 
"'"  dt*  J* 

En  changeant,  dans  cette  formule ,  x  en  y\,  x'  enj't 
et  réciproquement ,  on  aura ,  pour  déterminer  Talté- 

8.. 
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ratioa  de  f  due  à  la  partie  de  R  iadependante  de  R', 

dx .  {xày'—  y'dx  +  xdy  —  ydjy^ 

^        dF-  J- 

Connaissant  les  variations  àefel  def%  on  aura  celles 
de  tf  et  de  »  I  par  les  équations 

^e=^f   et    ej^oïssj'/'. 

G>nsidérons  les  variations  de  l'inclinaison  et  du 
nœud  de  l'orbite  due  à  la  même  partie  de  R.  En  la 
différenciant  ^  on  a 


dz 


=  „t'.[^fL_f  _  ^3  — 7s-(^^'+jr03 


Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  les  valeurs  de 
rfc'  et  é/c',  n®  5o,  et  qu'on  néglige  les  termes  de 
l'ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices ,  on  trouve 

Remplaçons,  dans  ces  équations,  p^  ^»  -tj  par 

d^x  d^y  d^z'        ^.   ^,  ,        , 

—  2?^,  "~3^»  —  "dF^       mtegrons  les  équations 


résultantes,  nous  aurons 


"*  < di J* 
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Les  valeurs  de  i'c  et  de  JV  étant  ainsi  coanaes,  on 
aura  celles  de  i'p  et  de  eT^ ,  dues  à  la  partie  de  R 
indépendante  de  R'  par  les  équations 

dp  c=  =;  f     oq  zs^i"^     .-         .zsr  p   • 

'^  ya.{i—e^)  ^  V/a.(i— O 

et  il  sera  facile  d'en  conclure  les  altérations  corres^ 
pondantes  de  Tinclinaison  et  du  nœud. 

En  retranchant  les  valeurs  de  J^a,  J'n,  J^f,  ^f\ 
îc\  cTc*,  à  un  point  donné  de  Torbite,  de  leurs  va- 
leurs à  un  autre  point  donné,  on  aura  les  altérations 
dans  l'intervalle,  de  a,  w,  y*,  y^,  c\  c',  dues  à  la  par- 
tie de  R  indépendante  de  R'. 

37.  On  pourrait  exprimer,  par  une  formule  sem- 
blable aux  précédentes,  la  variaiion  de  la  longitude  de 
1  époque  due  à  la  même  partie  de  R  ;  mais  cette  for* 
mule  est  inutile  à  la  détermination  de  laltération  de 
lanomalie moyenne,  qui  peut  se  faire  très  simplement 
de  la  manière  suivante  :  supposons  que  Ton  fixe  l'o*- 
rigine  du  temps  au  point  de  l'orbite  où  l'on  com- 
mence à  diviser  en  deux  parties  la  fonction  R,  et 

nommons  N  le  moyen  mouvement  de  la  comète  en 
ce  point ,  c'est-à-dire  la  valeur  de  n  qui  résulte  des 
perturbations  précédentes  ;  on  aura,  après  un  temps 
quelconque  t ,  compté  du  même  point , 

fndt  +  tS'e  —  J'cûzzz'Nt+fS'n.dt+Sé'^J'cù. 

En  désignant  par  J^'n  la  variation  de  n  due  à  la  par- 
tie de  R  indépendante  de  R',  on  aura  donc ,  pour  dé- 
terminer. Taltération  correspondante  de  Tanomalie 
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moyenne  ^ 

J^ =//'7î  .^// +  cTé — cTû». 

Si  Fon  dîflërencîe  cette  expression  et  qu'on  y  substi- 
tue pour  d.S'^ — d.S'cùj  sa  valeur  donnée  pari  équa- 
tion (4) ,  n*  5 1 ,  on  aura 


ï— «•  ï/i— e* 


,  équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  t 

+  ( \-i'e.' ^  +  2gJw,      ].ndt. 

En  observant  que  Ton  a,  n°  5i,  7zrf/=rf«.(i-ecostt), 
nous  avons  trouvé  plus  haut 

Si  Ton  désigne  par  7»7  ce  que  devient  la  valeur 
de  Sn  donnée  par  la  formule  (g^) ,  au  point  de  For- 
bite  d'où  nous  comptons  maintenant  le  temps  t^  il  est 
clair  qu'on  aura 

&'n  =s  cTn  —  nil. 

Les  valeurs  précédentes  de  J^n,  jyi  cTy  donnent 
d'ailleurs  cette  relation  très  simple^ 

in  ^  2  cos  u-\-e  ^^ ,   2  sin  ^  j^^, m'         ^xdy^dx+ydx^xà 

équation  qu'il   est   facile  de    vérifier  en    rempla- 
çant S'n,  eT^  eT/';  par  leurs  valeurs  et  en  comparant 


daos  les  deux  membr^a  1^$  co§fl^îw*r  tl*'M*^éjr'»j 
•7-  et  -4^  après  les  avoir  préalablement  exprinM^'feii 

fonction  de  u. 

L'expression  de  rf.  J^Ç  deviendra  donc ,  en  y  subs- 
tituant ponv  J^Hf,  J'e,  e^(»  leofs  viikutâ;^  él  eoi  ripte- 
grant  ensuite  *     J      *^ 

^  —  +  const. 


^./i^#* 


.._ -        M 


On  a^ra  IVltération  de  Fanom^lfe moyenne,  depuis 
un  point  deT^rbite  jusqu.a  un  auire  ^Ofjrit  dëmS^  d«éf 
à  la  partie  de  R  indépendante  de  R'^  en  retranchant 
la  valeur  de  d^  au  pfôim^  de  ces  jM^ln'ts  ^  sa  tal^P 
an  second. 

58t  GoiAâdéT*bn£i  fflaânteitaiLt  Içs  s^térâtkats  des  éle^ 
mens  de  Torbite  dépendantes  de  R',  Lorsque  la  comète 
se  trouve  d,ans^  ^  p^rtiq  pupé^îeure  de,5i;ia  m'^yX^y.  ^. 
étant  une  tm  peft^  <fuaatijt4  /  iôs.  y^ui^.  4^.  qe3  :v»x 
nations  sont  aussi  très  peu  considérables.  Si  pour  les 
obtenir,  on  substitue  ÎP  à  la  pl^ce'dfe  R  dans  lesTor^ 
niiiles(ij,ef  (2),  ce  changement  n'altérant  en^neu 
ieur  forme ,  il  est  clair  qu'elles  s'intégreront  encore 
parkméthode  eiposék'  n**  54.  Mais^  dan$  le  cas  ou  la 
comète  s'éloigne  beaucoup  de. la  planète  perturba^ 
triée,  et  où  il  est  avantageux  de  partager  ainsi  K  en 
deux  parties,  ces  formules  peuvent  se  développer 
en  suites  convergentes ,  et  Ton  obtient  i^rs  inté- 
grales par  «ino  métbo^  d^pproximaj^oa  beAuqwp 


i 
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I  *  t    *  * 

plâs  <  expiéditiv-e  ■  ^e  eei\e  des  qtiadratares  mêca'- 
Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  valeur  de  R', 

R  =5.m  [j-^+ j3 1 -r-^5 ^ 

Si  Fou  difier-èacie  cette  'valeur  par  rapport  aux  va- 
riables Xf  j;  s,  et  que  pour  abréger ,  on  &sse 

J  m 

__3  /»   i5  (,xx'+yy+,z'-i/r  35  (x*'+yy+z,'~l/')'    . 

il:^st  aise  de  s^a$wrer  qu'on  aura  .  •  - . 

.      *  J  •  •  •  l  '    .      .        J     .  .   .  K-.  ♦ 

àubâtituons  ces  valeut^  datïS  les  fdrmuiésîCT),  (4)>  (5), 
après  y  avoiif  changé  R.  en  IV',-  nous  aurons 


.  !j  •  ':■■■<■    : 


«r/'=:      /h' .  P'.Cr'jr— à  /) .  dx+»i'(jirdx— xrd^) .  (Py+PV) ,] 


dp  s^        —  .^^yz.dL    , 


mf 


.'\ 


Si  Ton  teiriplace  dans  ces  fbfrfndéi  P  et  P'  |>ar  les 
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séries  que  ces  lettres  représentent;  qu'on  substitue 
ensuite  pour  jc,  j,  z,  et  r  leure  valeurs 

x=^r  cosv.  r=:rsin  p,  2=5:0,  r= — ^ ^ 

et  pour  or',  j^',  z',  r',  leurs  yaleurs  données ,  n°32,  en 
foDCtipa  des  sinus  et  cosinus  de  y';  qu'où  observe  que 
par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  on  a 


il  est  évident  que  chacune  des  expressions  précé'- 
dentés  pourra  se  développer  en  une  suite  de  ternies 
de  cette  forme 

fi.côs/iVH-iV  +  K),r/(;,       {p) 

i  et  i'  étant  des  nombres  entiers ,  H  et  K  des  cons- 
tantes fonctions  des  élémens  dçs  orbites  de  la  comète 
et  de  la  planète  perturbatrice. 

Ces  termes  s'intègrent  sans  difficulté  dans  le  cas 
où  i'  =  o;  ils  ne  sont  plus  intégrables  généralement 
lorsque  i'  nest  pas  nul;  mais  quand  la  comète  est 
dans  la  partie  supérieure  de  son  orbite,  les  termes 
de  cette  espèce  sont  considérablement  plus  petits  que 
les  précédens ,  en  sorte  qu'on  peut  presque  toujours 
les  négliger  sans  scrupule.  Au  reste,  si  l'on  juge  con- 
vecable  de  pousser  plus  loin  l'approximation,  oa 
pourra  le  faire  de  la  manière  suivante. 

Les  deux  équations  {n)  donnent 
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Le  terme  qall  s'agit  d'Intégrer  devient,  ea  substi-^ 
tuant  cette  valeur, 

Si ,  dans  cette  intégrale ,  on  met  pour  --^  »  ^  valeur 


a»,  (i  —  If') .  [i  +  c' .  cos  (f^--0?  ' 

et  qu'on  remarque  que  e*  est  une  très  petite  quan- 
tité, il  est  clair  qu'on  pourra  la  développer  en  une 
suite  de  termes  de  cette  forme 

H' ./.  cos  (/P  +  r^'  +  KO .  ds^\ 

Ce  terme  peut  encore  s'écrire  ainsi  : 

•s 

H'  l|/  ■  . 

on  aura  donc,  en  intégrant. 

Si  dans  le  dernier  terme  on  substitae  pour  d»  sa  va- 
leur, il  devient 


H7     V/«  (•  —  ?")    C^*àv' 


y-  .  ■^---. =-=.  ./  r-.COS  .(Jv  +  te    + 

t       \/a\i—e")J       ^  V     -r        -r 


KO- 


Ce  terme  est  beaucoup  ptu^  plus  petit  que  Tinté- 
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grale 

H' .  /cos  {h  +  IV  +  K') .  di^% 

puisque  -  est  suppose  une  très  petite  fraction,  et  que 

le  facteur    ;^^'         ^  est  aussi  très  petit;  car  aJi-e) 
y  d .[} — /*) 

est  la  distance  pe'rihélie  de  la  comète ,  et  cette  dis- 
tance est  beaucoup  moindre  que  ci  relativement  aux 
trois  planètes  supe'rieures ,  les  seules  dont  on  ait  or- 
dinairement à  considérer  l'action.  On  pourra  donc 
supposer  Fîntégrale  H'.ycos(/f'  -f-/V+ K').  rf/,  a  très 

peu  près  égale  à  y .  sm •  {J>v  +  ZV  -(-  K') ,  et  négliger 

lautre  partie  de  sa  valeur.  Si  Ton  voulait  cependant 
y  avoir  égard,  comme  cette  partie  est  absolument  de 
même  forme  que  l'intégrale  H/cos(«V4-*'^''+K),rff', 
On  pourrait  la  développer  comme  elle  en  une  suite 
de  termes  semblables  au  suivant , 

H"./cos.(5(^  +  A'+K0-^^'* 

que  Ton  intégrerait  par  la  méthode  que  nous  venons 
d'indiquer.  En  continuant  ainsi ,  on  diminuera  à  vo- 
lonté l'erreur  résultante  des  intégrales  négligées,  et 
l'on  approchera  d'aussi  près  que  l'on  voudra  de^a 
valeur  de  l'intégrale 

H  ./cos  (iV  +  i's/  +  K) .  rfv. 

U  ne  s'agit  donc,  pour  appliquer  aux  équations  (F)  la 
méthode  d'intégration  précédente ,  que  de  développer 
ces  formules^  ce  qui  ne  demande  plus  que  des  suba- 
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titutîoiis  faciles.  En  joignant  les  valeurs  de  J'a^  Sf^ 

^f'f  ^Kf  ^P  f  ^^  ^"i  ^^  résulteront  à  celles  qui  se 
rapportent  à  la  partie  de  R  indépendante  de  R'^  on 
aura  les  altérations  totales  des  élémens  elliptiques  de 
la  comète  dans  la  partie  supérieure  de  son  orbite. 

39.  Voici  donc^  d'après  les  résultats  précédens,  la 
marche  qu'il  faudra  suivre  pour  déterminer  géné- 
ralement les  pertur}3ations  d'une  comète  et  fixer  à 
l'avance  l'époque  de  son  retour  au  périhélie.  Prenons 
pour  exemple  la  comète  de  ïySg.  Les  observations 
faites  pendant  ses  apparitions  en  1682  et  en  lySg, 
ont  fourni  toutes  les  données  nécessaires  pour  dé- 
terminer lès  élémens  de  son  :  orbite  à  ces  deux 
époques.  Elles  ne  donnent  point  directement,  il  est 
vrai  f  la  valeur  du  grand  axe  ;  cette  valeur  dépend , 
comme  nous  l'avons  vu ,  des  perturbations  que  la  co- 
mète a  subies  pendant  la  révolution  de  1682  à  lySg; 
mais  on  peut ,  dans  le  calcul  de  ces  perturbations , 
regarder  l'orbite  comme  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette  révolution  ; 
les  quantités  négligées  seront  de  l'ordre  du  carre  des 
forces  perturbatrices.  Partant  donc  des  élémens  de 
1682 ,  on  déterminera  leurs  altérations  ainsi  que  celle 
de  1  anomalie  moyenne,  pour  les  six  premiers  signes 
d'anomalie  excentrique^  c'est-à-dire  depuis  m=o 
jusqu'à  M=  180°;  pour  les  six  autres  signes,  il  sera 
préférable  de  fixer  l'origine  de  l'angle  u  au  périhélie 
de  1759,  et  de  remonter  vers  1682  ,  en  faisant  u  né- 
gatif et  en  employant  les  élémens  déduits  des  obser- 
vations de  1759.  Dans  le  troisième  et  le  quatrième 
quarts  de^'  son  ellipse^  la  comète  étant  beaucoup  plus 
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éloignée  des  planètes  perturbatrices  que  dans  les  deax 
antres  ^  on  pourra  prendi*e  cette  seconde  moitié  de 
lorbite  pour  ce  que  nous  avons  nommé  la*  moitié 
supérieure  p  et  employer  avec  sûreté  les  formules  qui 
s'appliquent  à  ce  cas.  Dans  les  deux  autres  quarts  on 
fera  usage ^  pour  calculer  les  altérations  des  élémens 
de  l'orbite,  de  la  méthode  des  quadratures  méca- 
niques. 

Oa  déterminera ,  par  ce  moyen ,  le  grand  axe  de 
Torbite  qui  répond  au  périhélie  de  1682,  et  l'on  en 
conclura  celui  qui  se  rapporte  au  périhélie  de  i  ySg. 
On  recommencera  ensuite  les  mêmes  opérations 
depuis  1759  jusqu'au  prochain  retour  de  la  comète 
au  périhélie;  mais  comme  l'époque  de  ce  passage 
est  inconnue,  on  pourra,  pour  plus  d'exactitude, 
rectifier  l'orbite  de  3o  en  5o  degrés,  en  employant 
pour  chaque  signe  les  élémens  de  l'ellipse  qui  résulte 
des  calculs  précédens.  Lorsqu'on  aura  ainsi  déterminé 
les  variations  de  l'anomalie  moyenne  et  des  autres  élé- 
mens de  l'orbite  depuis  u  =  o  jusqu'à  tt=:56o%  on 
en  conclura  l'époque  du  prochain  retour  de  la  comète 
à  son  périhélie  et  les  élémens  de  son  orbite  à  cette 
époque. 
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CHAPITRE   IV. 


jipplication  de  la  théorie  précédente  aux  comètes 
périodiques  de  1682 ,  de  iSigetile  iSaS. 

40.  Le  système  du  monde  renferme  aujourd'hui 
trois  comètes  dont  le  retour  périodique  est  constaté.  La 
plus  anciennement  connue  est  la  comète  de  1682. 
Halley  9  qui  avait  le  premier  remarqué  son  identité  avec 
les  comètes  aperçues  en  i55ï  et  1607,  par  une  évalua- 
tion approximative  et  purement  conjecturale  des  al- 
térations qu'elle  devait  éprouver  dans  la  période  sui- 
vante, en  vertu  de  Faction  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
annonça  son  retour  pour  la  fin  de  Tannée  1758  ou 
le  commencement  de  1759.  Clairaut  tenta  de  sou- 
mettre à  des  calculs  rigoureux  cette  importante  ques- 
tion  ;  il  appliqua  a  la  détermination  des  perturbations 
de  cette  comète  la  solution  qu  il  avait  donnée  da 
problème  des  trois  corps ,  et  après  un  travail  immense 
qui  embrasse  trois  révolutions  de  la  comète,  il  fixa 
1  époque  de  son  passage  par  le  périhélie  au  4  avril  i  ySg. 
On  sait  que  la  prédiction  du  géomètre  se  réalisa  à 
quelques  jours  près;  et  encore  l'écart  des  résultats  de 
l'observation  et  de  la  théorie  aurait-il  été  diminue 
sans  doute ,  si  Clairaut  eût  employé  dans  ses  calculsla 
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valenr  de  la  masse  de  Saturne ,  telle  que  nous  la  con*^ 
naissons  aujourd'hui ,  et  s'il  avait  eu  égard  à  Faction 
delà  planète  Cranus,  dont  on  ignorait  de  son  temps 
l'existence. 

Les  deux  autres  comètes^  à  Tëgard  desquelles  s'est 
reproduit  de  nos  jours  le  phénomène  si  remarquable 
de  leur  réapparition  au  périhélie  après  une  ou 
plusieurs  révolutions ,  parcourent  des  ellipses  beau- 
coup moins  allongées  que  la  précédente.  La  première 
accomplit  sa  révolution  en  1 204  jours  a  peu  près.  Ce 
fat  en  i8ig  qu'elle  fut  reconnue ,  pour  la  première 
fois  9  comme  comète  périodique.  En  examinant  les 
elémens  d'une  comète  qu'on  venait  d'observer  au 
commencement  de  cette  année^  M.  Ârago  remarqua 
qu'ils  avaient  une  grande  analogie  avec  ceux  d'un  astre 
de  même  nature  aperçu  en  1 8o5.  La  même  observation 
fat  faîte  ^  en  Allemagne^  par  M.  Olbers^  qui  reconnut 
en  outre  que  cette  comète  avait  déjà  été  vue  précédem- 
ment en  jySg  et  1789.  D'après  cela,  le  temps  pério- 
dique de  cet  astre  ne  pouiralt  être  que  d'un  petit 
nombre  d'années.  M.  Enke,  astronome  de  Gotha, 
entreprit  de  représenter  par  une  orbite  elliptique  les 
observations  de  i8o5  et  i8ig,  et  les  élémens  qu'il 
détermina  se  trouvèrent  avoir  entre  eux  plus  d'analo- 
gie encore  que  les  élémens  paraboliques  ;  alors  il  ne 
resta  plus  de  doute  qu'ils  n'appartinssent  à  une  même 
comète,  dont  la  période  était  de  trois  ans  et  trois 
mois  à  peu  près,  et  qui,  dans  l'intervalle  de  i8o5  k 
1819,  avait  accompli  quatre  révolutions  entières  pour 
revenir  à  son  périhélie.  D'après  la  rapidité  de  cette 
révolution,  on  aurait  pu  considérer  cet  astre  comme 
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une  nouvelle  planète  ;  mais  on  a  continué  à  lé  ranges 
parmi  les  comètes ,  tant  à  raison  de  ses  apparences 
physiques  que  parce  qu  il  n'est  pas  visible  pour  nous 
dans  toutes  les  parties  de  son  orbite.  Depuis  cette 
importante  découverte ,  plusieurs  géomètres  se  sont 
occupés  de  la  détermination  des  dérangemens  que 
cette  comète  a  du  éprouver  dans  ses  diverses  révo- 
lutions depuis  i8o5  jusqu'à  1829,  époque  de  sa  der- 
nière apparition ,  et  ils  sont  parvenus  à  représenter 
sa  marche  dans  cet  intervalle  avec  une  précision  a 
laquelle  il  paraissait  difficile  que  la  théorie  pût  at- 
teindre. Mais  le  même  succès  n'a  pas  couronné  leurs 
efforts  lorsqu'ils  ont  tenté  de  remonter  aux  passages 
antérieurs  à  i8ô5^  et  les  orbites  elliptiques  résul- 
tant du  calcul  des  perturbations  n'ont  pu  que  satis- 
faire imparfaitement  aux  observations  de  1796  et 
1 786.  M.  £nke  a  pensé  que  pour  représenter  la  marche 
de  la  comète  dans  cet  intervalle ^  il  fallait  recourir 
à  l'hypothèse  d'un  milieu  éthéré  dont  la  résistance 
altère  insensiblement  les  élémens  de  son  orbite,  et 
cette  idée  a  donné  encore  à  la  théorie  de  cet  astre 
un  plus  haut  degré  d'intérêt.  Sans  doute  si  les  corps 
célestes  étaient  soumis  à  cette  nouvelle  force  pertur- 
batrice dont  aucun  autre  phénomène  ne  nous  a  ré-; 
vêlé  l'existence,  son  influence  serait  beaucoup  plus 
sensible  sur  les  comètes  que  sur  les  planètes,  à  cause] 
du  peu  de  densité  de  la  matière  qui  les  compose,  de 
même  que  nous  voyons  à  la  surface  de  la  Terre  la 
résistance  de  l'air  altérer  d'autant  plus  les  mouvemens 
des  corps  pesans ,  que  leur  densité  est  plus  petite,  mais 
les  résultats  des  calculs  qu'on  a  faits  à  cet  égard ,  et 
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les  hypothèses  sur  lesquelles  iU^sont  fondés,  nous 
paraissent,  les  premiers  trop  pea  ccmcluans,  et  les 
secondes  trop  arfaûtraires  pour  décider  une  pareille 
question,  et  ce  n'est  cp'après  un  grand  nombre  deré»- 
volutions  de  la  coniîète  dé  18 19  jet  lorsque  sa  théorie 
aura  été  suffisamment  approfondie  y  quW  point  aussi 
important  de  la  Physique  célestei  poqrra.  être  établi 
avec  quelque  certitude.  ».        ♦    :    >  «.  ,  ... 

Enfin ,  c'est  dans  ée&  dçmiers  temps  seulement  que 
le  système  du  mottde  s'esf  enarichi  d'une  .^uréUe 
comète  périodique  ^ûnt  la  retiolut^oii  est  'de  six  }ans 
trois  quarts  À 'peu' près.  Elle. fut  Aperçue  d'abord  Me 
27  £éysier  1^36,  lea  Bohême  >  ^c  M.  .Biela  ;  lé  9>mars 
SQÎyafit>:à.  Marseille,  parrJtf.Gambart,  ei)iÊ,ja>à 
Alfona ,  par  M.  Clausen.  hep  ,é}f mensf  paraboliques 
cooclua  de£^prenmresiabsenratioi]|s  de  est  astre  alliaient 
une  re$9€pid»Un(;e.7<reiria]X[aaMe^avee.cauxi'de;.deuK 
comètes  p^rRé^fe^eti  1 5^7:2  et  i6o6*  .MM.  iC|aM^n.el 
Gambaçt^:  q  w  f^^ga^^pt  âQ  jpartagfrf  l'hOQUeur  jd'^VQÎ9 
fait  ^inifilt^xiçsn^i^t  i^r&ppMchemii4, .  tentèrenA  alors 
de  calcul^  le  japonys^iept  jle  .Çj8?i  tP0is  CQiQè:|eS|  en 
br  app)îqu^9t  unp  Ofb^  eliipjliqîw^> .  et  affres .qiB|?l- 
ques  e^ai^,:ilBtt9»Mlff«l^iiÇ^a^»ft)dô  l«uiîifi6té^  une 
ellipse.  q}ii  eu  SfJïSWW^tflw  j^b^çfll^tiofts  ^§Sis^  exac- 
tement pour  ne  plus  laisser  a^çaiii  ^oule  r  suf  leur 
identité. 

Tel  est  Tétai  .^tu.^.4ç  i-Aatros^i^e  rdlativement 

|>ux  comètes  dont  la'  ^eTollution  est  connue.  Il  n'est 

pas  douteux  que   lattention  assidue  qu'on  apporte 

Duintenant   aux    obsefryatiotils'  astronomiques   n'-en 

augmente  encore  le  nombre  dans  la  suite  3  m^s  iLest 

Tome  II.  9 
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à  présumer  que  la  dëcooverte  des  comètes  à  longue 
période  I  .cotnine  oelle  de  1682 1  sef^a  toujours  txk 
rare,  surtout  .si  Tbb  remarque,  qia'on  n'obserire  oes 
autres  ar^c  .asses  dis  soin  et  assez;  de  .précision  que 
depuis  deux  sièdés.  Les  incertitudes  dont  les.. Ob' 
senratiooas  précédentes  sont  affectées  î  doivent  meuve 
sbuLVent  tromper  lei  conjectures  qu!eUeS'  ont  fail 
naître;  c'est  ce  qui  est  arrivé,  en  efl^^  pour  h 
comète  de  iSSs,  observée  par  Appiéii»'liês  rapports 
qui  eKislent  entre  sea  iélâaien&  :et  ceux  d'une  îcomète 
observée  en  1661  ^  par  JHévéHus,  avaient' fiiit  penser 
qu'ils  appartenaient  k  un)même  aiftre  ^o^t  la^j^ok-* 
tÎDn  était  :de  1 18  année$  eaviroû  ,^  let  -éki  eoosé^ence 
on  att^dai^  le  retoiir  de -cette  oemète  vers  1789; 
maïs  elle  n^a  pas  r^Muiiv  •• 

Nons  regpéttoais  que  les  bonies^«fid«cet:o«^rtàge  ne 
nous  permettefft  pas  de  dçvelopper,^  o^tîs  toute  leur 
étendue  lies  résultats  de  l'^plicatioii' de  la  théorie 
exposée  daûÀ  le-cbapitre  précédenVàtft ^trois  comètes 
dodt  BOUS  venons  de  tracer  riiiâfdtré'^^tt^aîs  du  moitis, 
eti  présentant  le  résulné  de  ce^  eûëiih ,  Ûdué  éW  iûS^ 
qu^rons  la  marche  âVec  asse^  de  détails'  potir  éviter  1 
tdut  emkài>ras  è' ceux  qmi  Vôudraitsnt  dès  vérifier  ofi 
les  potasses  plus*tôitv;  eu  donsidétatftidé  nouvelles  re« 
volutiùtis  de  ces  Comètes.      ^  •  -^  1  -' 


Déttrminatwn  du  ^prochain  retàufaù  pénhélît  de  h 

tomète  de  ïj5g. 

4i*  Les  premières  observationlS)  un  peu  certaînei 
qu'on  ak  de  cette  comète  se  rappor  tebt  à  son  appaiitioi* 
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en  i53i  ;  elle  repassa  depuis  à  son  périhélie  en  1667^ 
'  1682  et  1759.  Les  durées  de  ces  trois  révolntioiis  sont, 
comme  on  ¥oit^  très  inégales.  La  première  période^ 
en  effets  lâait  de  76  ans  et  deax  mois  k  peu  près ^  ou 
dej^Sit  jours;  ta  seconde i  de  2y5S2  j<mts,  et  plus 
oonrte  par  eonséiq^uent  de  4^  jours  qde  la  précé^ 
dente;  enfin >  la  dernière  ^  la  j^s  longue  jdes  trois ^ 
était  de  ^79^7  jours.  Il  serait  donc  impossible  de  i^ien 
conclure  sur  les -retours  futars-de  cette  coqièl^  i  son 
pénhâîe  san»  le  secours  de  la  tiiéorie ,  et  la  détermi-i- 
natioa  des  perturbations  qu'elle  éprou¥e  p^r  Faction 
des  planètes  peut  seule  nous  mettre  en  état-db  pré- 
dire rinstaoït  de  sa  prochaine  apparition, 
f  II  Êiut^  pour  cela^  commencer ,  comme  nous  Tarons 
TU  A*"  ^i  panr  déterminer  le  moyen  mouvement 
diiime  de  la49omète  au  périhélie  de  1769 ,  ce  qui 
exige  que  l'on  calcule  les  altérations  qu'ont  subies  les 
élémens  de  son  orbite  pendant  ia  période  de  168:2  à 
lySg.  Les  seules  planètes  dont  l'action  snr^la  cdmèle 
ait  pu  être  sensible  dans  cette  révolution  sont  Jupi- 
ter, Saturne  et  Urftnus.iLés  iMêméf^planètcs"ont  en- 
core influé  sur  son  mouvement  dans  la  révolution 
subséquente 5  mak  dans  Tannée  lySgjlà  comète  s^é- 
tant  beaucoup  approchée  de  la  Terre  ;J  il  est  deveiju 
indispen$able  d'avoir  égard  à  cette  nouvelle  planète 
dans  le  calcul  des  perturbations ,  et  '  Tbii  verra ,  eh 
effet,  qu'il  en  résulte  une  diminution  de  quelques 
jours  dans  la  durée  de  la  période  que  nous  nous  pro- 
posons de  déterminer.  Nous  n'aurons  donc  à  nous 
occuper,  dans  ce  qui  va  suivre ,  que  de  l'action  per- 
turbatrice de  ces  quabne  planètes  :  les  calculs  qui  en 

9- 
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résulteront  exigeraient  des  déyeloppemens  très  éten- 
ds; mais  comme  ils  ont  été  faits  avec  beaucoup  de 
soin  par  M.  Damoiseau^  et  que  nous  avons  eu  récem- 
ment  l'occasion  de  les  reprendre  en  entier  et  d'en  vé- 
riûer  l'exactitude^  nous  npœ. bornerons  ici  à  indiquer 
la  marche  et  les  résultats  de  ce^  calculs ,  et  nous  ren< 
verrons,  pour  les  détails,  au  Mémoire  de  M.  Damoi* 
seau,  qui  a  mérité  le  prix  que  l'Académie  de  Turio 
avait  proposé  en  1812  sur  ce  sujet,  et  qui  est  im- 
primé dans  les  Mémoires  de  cette  Académie ,  pour 
l'année  1820. 

42  •  Dans  le  calcul  d  es  perturbations  qui  se  rapportent 
à  la  révolution  de  1682  à  ij5g,  nous  regardierons 
l'orbite  de  la  comète  comme  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette  révolution^  que 
nous  supposerons  de  27937  jours.  Sucnommànt.donc 

2a  cet  axe,  et  N  =  -j  le  moyen  mouvement  diurne 

a* 

qui  lui  correspond ,  on  aura 

N  =  1^  =  46%39oo9 ,    a  =  i8.oi86- 

Les  autres  élémens  de  l'orbite  qui  se  rapportent  tant 
au  périhélie  de  1682  qu'à  celui  de  1759,  résultent 
directement  des  observations  faites  à  ces  deux  épo- 
ques. Nous  supposerons .  pour  paftir  des  mêmes  don* 
nées  que  M.  Damoiseau , 
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En  i68a. 

Instant  du  passage  an  périhélie  1 682  •  1 5^^*^  24o02('^) 
Rapport  de  l'excentricité   au  demi 

grand  axe o  .967639 

Lieu  du  périhélie 5o2^55' 

Longitade  dn  nœud.  ..•••• 5i  •  16 

Indinaison  de  Torbite 17  «56 

Sens  du  mouvement ,  rétrograde. 

En  ijSg. 

Instant  du  passage  au  périhélie  1 7Ô9  •    1 5"% 08976 
Rapport   de  Texcentricité  au  demi 

grand  axe .'.....     0.967554 

Lieu  du  périhélie 5o3^  8' 

Longitude  du  nœud  ascendant 53  •  58 

Inclinaison  de  Forbite 17 .40 

Sens  du  mouwmmt^  rétrograde. 

Pour  apporter  dans  les  calculs  le  plus  de  précision 
possible^  il  sera  bon  d'employer^  dans  la  première 
moitié  delà  révolution  de  1682  à  1759^  les  élémenis 
de  l'orbite  relatifs  au  périhélie  de  168^)  et  dans  la 
seconde  ^  les  élémens  qui  se  rapportent  au  périhélie 
de  1759. 

n  ne  s'agit  plus  maintenant ,  pour  déterminer  le 
prochain  retour  au  périhélie  de  la  comète  de  1 759  ^ 
que  de   substituer,  dans  les  formules  du, chapitre 


O  Le  temps  est  partout  exprimé  en  jours  moyens  comptés 
^  minuit  au  méridien  de  Paris.  ' 
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troisième^  les  valeurs  numériques  précédentes^  à 
la  place  des  »  quantités  qui  les  représentent^  ainsi 
que  celles  qui  se  rapportent  uniquement  aux  pla- 
nètes perturbatrices^  et  qui  seront  données  par  les 
tables  astronomiques.  Loi^squjon  aura  ainsi  déterminé 
les  altérations:  différentielle^  qu'éprouve  chacun  des 
élémens  de  rorbite  par  l'action  des  forces  perturba- 
trices^ on  aura^  par  la  fomude  (P)^  les  altérations 
totales  de  ces  élémens ,  correspondantes  à  une  va- 
riation donnée  de  l'anomalie  excentrique.  Dans  Tap- 
plication  de  cette  formule^  on  fera  varier  l'anomalie 
excentrique  de  degré  en  degré  pour  Jupiter  ;  mais 
comme  les  autres  planètes  que  nous  considérons 
exercent  sur  la  comète  des  actions  beaucoup  moins 
sensibles 9  nous  écarterons  davantage ^  dans  ce  cas, 
les  ordonnées  de  la  courbe  parabolique,  et  nous  fe- 
rons varier  cette  anomalie  de  deux  degrés  en  deux 
degrés  pour  Saturne  et  de  six.  degrés  en  six  degrés 
pour  Uranus. 

43.  Pour  donner  un  exemple  de  ces  calculs,  propo* 
sons-noiis  de  déterminer  les  altérations  des  divers  élé- 
mens de  l'orbite  résultant  de  Faction  de  Jupiter  sur  la 
comète  pendant  la  période  de  1 68j2  à  1 75g  y  et  corres- 
pondant à  un  arc  àfmvké  de  Tanomalie  excentrique. 

Par  les  tables  de  Delambre,  on  aura 

r 
« 

Anomalie  moyenne  de  7^  au  moment 

dû  périhélie  de  la  comète  en  i68a.  agi"*  17' 

Lieu  de  l'aphélie. . .  ^ . . . . , 189. 16.46' 

Longitude  du  nœud,  •••..•, 97.  i3.54 

Inclinaison  de  l'orbite. ...  « i .  19.  i5. 


I 
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En  coosidéraot  le  triangle  intercepté  sur  la  sphère 
céleste,  par  Vécliptique  et  le^  orbites  de  Jupiter  et 
de  la  comète ,  on  trouvera  atsépient ,  d'après  les  don^ 
nées  précédentes , 

t 

Lieu  du  nœ^d,  a$Gendt..d^  ^TP  sur; 

l'orbite  de  la  ÇQniète*  4  « ,  i  ».  i^  %  •  •     54''  ï  ^'  lo", 
Ue^  du  nœud  a^cend»  de  la  comiète 

mv  Torbite  do  •!?••  ^  ••*•*•••*•  ♦    54^  10.37 
ladijiaisoa  dnuUieUe  de»  deu)c  orbite    1 8 ,  5a  •  09  ; 

■  ■  *  t      m. 

d'où  Ton  copclura  d'abord 

A...   III**  19' 10",    y...   18^52^29". 

Si  de  la  longitude  de  l'aphélie  de  Jupiter ,  on  retranche 
langle  54"*  lo'  5^".,  la  différence  sera  la  quantité  qi;^'il 
faut  ajouter  aux  anomalies  vraies  de  cette  planète  ^ 
comptées  de  l'aphélîe,  pour  avoir  sa  longitude  comp- 
tée du  nœud  ascendant  de  son  orbite  sur  celle  de 
la  comète;  cet  angl^sera  donc  ainsi  de  i35^6'9'^ 

Cela  posé ,  on  aura  pour  déterminer  les  coordon- 
nées de  la  comète  rapportées  au  plan  et  au  grand  a^ce 
de  son  orbite ,  ainsi  que  le  temps  écoulé  depuis  le 
passage  au  périhélie  de  1682 ,  les  formules  suivantes  : 

^=  18.0186. cosM— 17.45552,  j^  =  4*54747 •si^"^ 
i=(44^,65o7i).(tt— 0.967629.  sinw); 

et  pour  déterminer  les  coordonnées  de  la  planète  per- 
turbatricci  rapportées  au  même  plan  et  au  même  axe, 

on  aura 
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x'  =  (o.  563567).  r'cosp'— (0.881476)./^  sinV, 
y  =  — (o.95i568)./cosi/+(o-544ox8)-r'sînV, 
js'  =       (o,3255oo).r'sîn(''. 

Ces  formules  donneront  les  valeurs  des  coordon- 
nées X ,  y^  x'y  y\  2'  et  du  temps  /  correspondant  à 
un  arc  quelconque  d'anomalie  concentrique  compris 
entre  o  et  180^.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  détermi- 
ner ces  valeurs  relatives  à  l'époque  qui  répoïkl  au 
dixième  degré  de  cette  anomalie  y  en£ii8anttt=]0®y 
dans  les  premières  formules ,  on  aura  d'abord 

jr  =0.30954^    J^  =  0.78966,     f  =  2k8'y9272. 

On  calculera  ensuite  le  lieu  de  la  planète  relativement 
à  la  même  époque. 

On  aura  y  par  les  tables  de  Delambre,  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'équation  du  centre  et  à  la  variation  sé- 
culaire, 

Anomalie  moy .  ip  au  périh.  291**  1 7' 
Mouv.  m.  p.  io**d'ano.exc.       3*34 

Ano.  moy.  "Çî  pour  Fins.  don.  295.41     '^v  5.5o63g 
Équation  du  centre. ......  4-4-55 

Anomalie  vraie  de  7(; 298 .  36 

Const.àajout.auxanom.vr.  i35.  6 

p' 75.42. 

Si  dans  les  formules  qui  déterminent  les  coordon- 
nées de  la  planète  perturbatrice  j  on  substitue  ces  va- 
leurs^ on  trouvera 
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x'z=, — 5,o3o92,  ^^==0.56470,  a'=i. 64761. 

A  laide  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  x  etjr ,  on  for- 
mera aisément  les  suivantes  : 

/»=5. 60497,  X=OrfOd5542,  Y=-T-o. 004854. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  tabstituer  à  la 
place  de  x,  j*,  X  et  Y  leurs  valeurs  numériques  dans 
les  formules  du  n*  S2,  après  les  avoir  rédi^ites  en 
nombres.  Reprenons  d'abord  la  formule  (7)  qui  dé^ 
termine  l'altération  du  moyen  mouvement ,  m'  dé- 
signant ici  la  masse  de  Jupiter;  on  aura 

r 

m'  =      ' 

1070.5' 

et  cette  formule,  en  y  substituant  1®  ou  0.017453  à 
la  place  de  du,  et  multipliant  tous  les  termes  par 

36o  X  3600"  1         '  j   •  j        j     •     j 

3fi^    ggôô-  pour  les  réduire  en  secondes,  deviendra 

df/i=(o",75668).sintt,X — (o",io592).costt.Y. 

Si  l'on  fait  les  mêmes  substitutions  numériques  dans 
les  formules  qui  donnent  les  altérations  du  périhélie 
et  de  l'époque,  et  qu'on  réduise  en  secondes  tous 

les  termes ,  on  aura 

« 

<fa,=(i3',77075).^.(xY— j'X)— (i5",8o436).rX, 
à--«4»==---(o .  25a38)  .<i»— (6',72585J.r.(a:X4:;'Y). 

kn  moyen  de  ces  fwmules,  en  Élisant  u=sio*,  on 

trouve 
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^//i  =±=  *{«  o'ooo5868 1 ,  tdn  =-f.  o'o  1 6976, 

^0)=— 0,089835,        ^6— <ia>ï=4-o,o38646. 

'  44-  O»p,oarra  calculer,  de  cette  manière^  les  valeurs 
successives  de  dn^  doû^ds^  depuis  o  jusqu'à  180  degrés 
d'anomalie  excentrique;  en  partant  ensuite  des  élc- 
mens  de  lySg,  et  faisant  ix  négatif,  on  calculera  les 
mêmes  valeurs  depuis  ii;=t:t>^  jusqu'à  usa-**  179^;  on 
substituera  ensuite  cesquantiCes  dans  la  formule  (?), 
(et  des  résultats  ainsi  obtenu^  on  formera  le  tableau 
suivant  : 


Résultats  de  Fintégraiîon  par  quadratures  des  allérO' 
tions  différentielles  du  moyen  mouwment,^  dupen^ 
hélie  ^  et  de  V anomalie  moyenne ,  présentant  les 
altérations  totales  de  ces  élémens^  depuis  1682 
jusqu*à  1759. 


I*lanèt 


Total.. 


fdn. 


T/V//Î. 


+o"3i5;94 

-fo.oSi 

+o.oi3i38 


985  + 


+0.360917 


+  88a2"34 
393,57 
+    3.67,53 


-4>  1008a,  94 


ftdn. 


fdtfdn,    I    fdm. 


-5a86".98 
-I-  737,5a 
-h  137,64 


— 44ii,8a 


;«â^ 


-hi4io9"3a 
•4-  i56,o5 
+    339,39 


+14494,76 


fdt^fdm. 


fdi. 


— aÔS^'So 

—  9>,7i 
--   9,83 


+ao78''59!+i6i87  9' 


1: 


—366,34 


-36i,fi6 


+a535,i7 


4-    517.71 
+    3ai,3i 

+17089,93 


A  V^ide  de  ces  valeurs ,  îj  est  facile  de  déterminer 
le  moyen  mouvement  diurne  de  la  comète  à  l'instant 
du  ['passage  au  périhélie  de  1 759.  £n  effet ,  si  dans 
l'équation 
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on  suppose 

■         • 

f  s=  lagôooo",  <==T=  37957!,  JS^^'-h  i7039*;95, 

■ 

on  aura 

N  =  45",78o5i; 

C'est  la  valeur  du  moyen  mouvement  diurne  au 
périhélie  de  1682  ;  en  nommant  W  cette  valeur  au 
périhélie  de  i  ySg^  on  aura 

N'  «N  -h/dn  =  46^14145. 

<  '   • 

De  ]à  il  est  aisé  de  conclure  le$  valeurs  des  demi 
grands  axes  a  et  a  qui  répondent  au:i^  mêmes  époques; 
on  trouvera  ainsi  , 

a:=  18.1782,       ô'=  18.0853. 

45.  Avec  cette  valeur  de  a,  on  pourrait  recommen- 
cer lecalcul  des  altérations  des  élémens  de  Torbite  peu-* 
dant  la  période  de  1682  à  1759,  et  Ton  obtiendrait  sans 
doute  des  résultats. plus  exacts  encore  que  les  précé-» 
dens  ;  mais  la.  longueur  de  ces  opérations  et  le  peu 
d'effet  qu'on  en  doit  attendre  font  qu'il  y  a  bien  peu 
de  calculateurs  qui  soient  tentés  de  lentreprendre. 
La  valeur  de  a' ,  jointe  aux  valeurs  des  autres  élé- 
mens de  l'orbite  relatif  au  périhélie  de  1759,  fournit 
toutjss  les  données  nécessaires  à  la  détermination  des 
perturbations  de  la  comète  pendant  la  période  qui 
secoulera  de  1759  jusqu'à  sa  prochaine  apparition. 
M.  Damoiseau  est  parti,  pour  ce  calcul ,  des  élémens 
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suivans,  qull  a  sans  doute  juges  plus  exacts  que  ceux 
que  nous  ayons  rapportés  plus  haut.  Cette  précision, 
qui  est  peu  importante  lorsqu'on  se  propose  seulement 
de  iïxer  leTetour  futur  d'une  comète  à  son  périhélie, 
le  devient  oeaucoup  lorsqu'il  s'agit  en  même  temps 
de  déterminer  les  élémens  de  son  orbite  à  cette 
époque. 

El4mens  de  Vorbite  en  i  ySg. 

Temps  de  passage  au  périh.  1759.  i5"%i6 
Rapport  de.  l'excentricité  au  demi 

grand  axe •  •  •  •  0.967705 

Xieu  du  périhélie • ,  •  •  5o3*  14' 

Longitude  du  nœud  ascendant.  • ,  •     53 .48 

Inclinaison  de  l'orbite.  • 17 .40 

Demi  grand  axe • 18  «08327. 

En  déterminant  ensuite  les  altérations  de  ces  élé- 
nieasy  pendant  la  période  commencée  en  1 759,  par  des 
opérations  semblables  à  celles  qui  ont  servi  à  calculer 
leurs  valeurs  pendant  la  période  de  1682  à  17599  et 
en  rectifiant,  pour  plus  d'exactitude ,  l'ellipse  delà 
comète  de  3o  en  3o  degrés  d'anomalie  excentrique, 
le  même  astronome  est  arrivé  aux  résultats  suivans, 
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1^ 


Résultats  de  Vîntégration  par  des  quadratures  des 
altérations  differentieUes  du  moyen  mous^ement , 
dû  périhélie  et  de  V anomalie  moyenne,  présentant 
les  altérations  totales  de  ,ces  élémens'  depuis  i*jSq 
jusqu'au  prochain  retour  de  la  comèite. 


» 

■     '       ■^^  !  I  I  ■• 


*■  *      !» 


fdn. 


+0-439153 
-0,089998 
+0,008483 


i  toi,  +0,357637 


tfdn. 


'  / 


+1*399 

-7-  !k5ao,58 
+  ^  a37,56 


+16016^34 


ftàn. 


fdtfdn. 


36l|+i9^8i"83r-7    Sa'^S»!— 836''56| 

—  83,64 


—  3731,82 


+  ' i35,83 


»*_8785,89 


+X9II,l4 

+  101,73 


+1230,45—941^70 


fàà/  fd%-Sdm:   \/df. 


—  ai,5o 


■  ;    w 

4-1624*35 
+  751,-75 
+  107,48 


+2483,98 


+1542*23 

+i9^a»99 
+  ào9,2i 


+3714,43 


46.  n  est  facile  màititenaiit  def  fixer  rëpôquè"^  ^tî 
prochain  retour  de  la  .comète  à  son  périhélie;*  ëfl 
effet,  si  dans  réquation  ''-  -• 


Ç  =  N'<+/dt, 


y  \. 


>.  j 


on  suppose 

^=560%  f=r;  pr=46^  14142  et /iÇ=+57i4745; 


OQ  aura 


K   .1 


X     ...»     . .  >  ! }  1 


r = Ë2!!.=|2!il4^ = a8o87^56 — 80/ ,§0  «  0800.7^06.. 

.       :  .    ♦  .  '    .:  .    .  .  \^    »     . 

Ainsi  Finteryalle  compris  entre  le  passage  au  péri- 
hélie eu  1 769  et  le  passage  suivant  sera  de  28007^,06^ 
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,  En  parta^^  donc  des  élémens  relatifs  au  périhélie 
de  1 759  qui  oal  été  rapportés  p?  ^5 ,  et  en  nommant 
e'  le  rapportée  rqxcentricitc  au  (lemi  grand  axe  ea 
i835^onaura 

é^=:e  +fde  ==  ô.  967453 , 


...)'• 


et  la  distance  périhélie  sera  o  .58552,  à  la  même 
époque. 

Les  tdeux  équations 


*  '  '  •  •  •  1        ;      '       *      '  .  •  j  îj  î 


■é  >    ■ 


t ,     » .  • 


tBXïgÇsiu  et  =zp,     tang^cosa=:^, 

donneront  ensuite,  en  observant  que  sin  a  doit  être 
d^'méinersigo^  qû&i^o  et  cbsct'deiiiéme  signe  i^e  tjf 

.    •■    •     .'R=79'i4",,  r*=ai5''44,o%,,   :, 

-  Les  ati'gfci  (p/et  ^  reptéstentèn^niidînaîsèlî' * 
lorbite  vraie  de  la  comète  et  la  longtfndë  tlé^^n 
nœud  ascendant  sur  le  plan  de  son  orbite  en  i75g; 
pour  ^? Qondui'^  la'  ^sHioti  dé  cette  orbite,'  par 
rapport  à  récIiptit^u&V  cotisîdéronô  le  petit 'triangle 
formé  par  les  plans  de  l'écliptîque,  die  Foribile  de  la 
comète  en_i759,  et  de  son  orbite  vraie;  désignons  par 
;A ,  B ,  1 80** — C  les  trois  angles  de  ce  trianglQ^^.p^  «, 
h  y  c  l0s  côtés  opposés  à  ces  angliiis^  C  étant  Tincli liai- 
son de  l'orbite  vraie  de  la  tomète  à  1  ecliptique^  et  b 
l'arc  compris  sur  ce  plan  entre  cette  même  Qrbite  et 
.   l'orbite  fixe  de  1 759.  0^  aura  dans  ce  triangie 


«.«•)••_  >  • 


cos  C  =  çps  A  cos  B  *— cos  A  sin  A  siaB- 
L'angle  B  représentant,  d'après  l'hypothèse^  1  inclinai- 
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son  de  l'orbite  vraie  sur  l'orbite  fixe,  B   sera  une 
très  petite  quantité,  et  loa  aiira,  à  très  peu  près, 

cps  C  =  cos  (À  +  B  cosi?), 

et  par  conséquent 

C  =  A  +  B  cos  c  ; 
on  aura  ensuite 

.         6  sin  c 

6in6  =  — 7— pr. 
sin  C 

•  ... 

Observons  maintenant  que  l'angle  a  déterminé 
pi^écédemment  est  supposé  compte  du  périhélie  de  la 
comète  et  dans  le  seos  de  son  mouvement  ;  la  longi*- 
tudedu  nœud  ascendant  d^e  l'orbite  vraie,  de  la  co- 
mète ,  sur  son  orbite  fixe ,  comptée  du  même  point 
dans  Fai'dre  des  signes  :sera  donc  i44^i6'*  ;Si  l'on 
ajoute  cet  arc  à  la  longitudç  du.  périhélie. .en  1759, 
et  qu'on  .^n  re^ran^^he  l^  longitude  du.jncçud  à  la 
même  époque,  l'angle  qui  en  i:ésîulterâj3eçajia..lp»7 
gitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  vraie  de  la 
comète  sur  son  orbite  fîxe^  ço.diptée  du  nœud  ascen- 
dant de  cette  dernière  orbite  sur  Tccliptique,  angle 
que  nous  avons  désigné  par  c  ;  on  aufaroînsi  , .  . 

A  =17^40',    ç  =  53^42%    B  =  8^4% 

d'où  l'on,  conclura  •  -    -î 

Inclinaison  de  l'orbite  jsur  TéGlip-  ^  -  . 

tique,  en  i8S5^u  C%'.  .ir  -v  ; . .  *^  *  -  1 7*^46'* 5^'» 
Mouvement  direct  du  inroradJ^chii-    î .  ' 

dant,  sur  l'écliptique  ou  6  • ... .  t4'  SS'. 

Tome  II.  10 
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En  ajoutant  à  rallëratioa  du  nœud  i''4'i^>  P^^^ 
la  précessîon  des  équinoxesdansTintervalledeyô  ans, 
on  aura  sa  variation  par  rapport  à  l'équinoxe  mobile. 

Nous  ayons  trouvé  précédemment  pour  la  variatioa 
de  la  longitude  du  périhélie 

/^û>  =  — 94i'V7- 

Cet  angle  est  compté,  comme  langle  eiy  du  périhélie 
de  la  comète  et  en  sens  inverse  des  signes;  la  loDgi- 
tude  du  périhélie  y  comptée  du  nœud  ascendant  de 
Torbîte,  est  donc  augmentée  de  941^,7  par  le  mou- 
vement propre  de  ce  point  pendant  la  période  de  1 759 
à  18^5  ;  mais  dans  cet  intervalle  la  ligne  des  nœuds 
se  rapproche  du  périhélie ,  et  la  même  longitade  est 
diminuée  du  mouvement  du  nœud  ascendant  sur 
récliptique  projeté  sur  rorbité  primitive  de  la  comète. 
En  désignant  donc  pai*  g  la  variation  totale  du  péri- 
hélie par  rapport  au  nœud,  et  eti  employant  les 
dénominations  précédentes^  on  aura 

'    g  t=:  fd(ê  —  & .  cos  A  , 

d'où  Ton  conchira 

Distance  du  nœud  ascendant  ad  pé- 
rihélie.      349^37'  20*. 

Au  moyen  dçs\y^leufa{>réGéd$ateé>  et. en  jwirtaiit 
<lesilémen#  del$i.cpniète.i:e}Mi&AupQrikéUedp  lySg, 
on  a  formé  le  tabl^îl  .SHi>Yûat 


*    \. 


r 


i> 
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Élémens  de  la  cômète  en  1 8'35. 

\  \ 

1 

4 

Instant  du  passage  au  périhélie  3i>a  octobre  i855. 

Demi-gràttd  a!xe •  •  •  ••  •  •  •  •  •  ly.gSSSS 

Rapport  de  Texéentriché  au .  demi 

grand  axe .••.••••••••• o .967453 

Lieu  du  pérîhétîe  sur  Forbîtô .  ; . . .  504"  34'  19" 
Longitude  du  nœud  ascendant. ...       55.  6.5g 

Inclinaison •••••••••••        ïj.^^.So» 

Sens  du  mouvement  rétrogrùdé. 

» 
Détermination  des  perturbations   de  la   comète 

périodique  de  .5*"'#3^. 

* 

48.  Cetto  comète  paraît  avôîr  été  aperçue  pour  la 
première  fois  dans  les  années  1786  et  lygSj  ntaîs  les 
observations  faites  à  ces  deux  époques  ont  été  ou  trop 
inexactes  ou  trop  peu  nombreuses  pour  en  conclure' 
Forbite.  Nous  partirons  donc  ici  des. observations  re- 
latives à  1 8o5,  ^l  nous  examinerons  les  perturbations 
de  la  comète  depuis  s(hi  passage,  ^u  périhélie  en  i8o5 
jusqu'à  l'époque  actuelle. 

Dans  la  première  période.^. c'ejstràTdire.  dans  In- 
tervalle écoulé  entre  le$  passages  au  périhélie,  eu; 
i8o5et  en  1819^  on  peut  regarder  Torbite  comme  une 
ellipse  dont  le  grand  axe  répond  k  la  durée.moj^ëiiue! 
des  quatre  révolutions  que  la  comète  a  accomplies 
dans  cet  isierrâlle',:  et.  que  *  nous .  sappdseroas  ^de 
1303^,687.  On  aura  mnû,  eh  nonmant/i.  ledémi 
grand  ase  de.  Toilnte  .et  N  le.mojjen.  mov^em^ 
diurne; ,  an  périlicUe  de  i8o5 

10.  • 


>48 


N=: 


36o« 


1203,687 
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=î  ïoyG'jGgaS,  «=2.314507. 


Dans  le  calcul  des  perturbations  de  1810  à  1822^  on 
peut  regarder  rorbite  comme  une,  ellipse  dont  le 
grand  axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette  révo- 
lution  y  qui  est  de  la  j:2^^74<2 ,  et  Von  aura  pour  cette 
période 


«  f   » 


N'=x 


36o' 


»  A  •  « 


1212,542 


=:  1068", 65^5,   fl'=  2 .  225600. 


Nous  ferons  observer  toutefois  qu'il  serait  plus 
exact  d'employer  à  la  place  de  ces  valeurs  celles  du 
moyen  mouvement  et  du  gi*and  axe  résultant  du 
calcul  des  perturbations  précédentes. .     . 

Le  tableau  suivant  présente  les  autres  clémens  des 
orbites  elliptiques  conplues  des  observationsrde  i8o5 
etdeiSj^g.  / 


Passage 

Loofgittidc 

Longitmle 

Inclinaison 

'au 

Ëxeehtricit. 

da 

du 

de 

Périhélie. 

Périhélie. 

Kœad. 

rorbite. 

i865,«iovcmb. .  23,006 

0.8461753: 

i56«»47'a4*' 

334030' ti" 

ù^^yso' 

1819,  janvier.. .  27,75a 

0.8490883 

157.  5.53' 

334.43.37 

i3. 38.4:2 

'  '  Les  valeurs  que  renferme  ce  taUeau,  jointes  à 
celles  qui,  dépendant  des  planètes  perturbatrices,  et 
qu'on  tix>uvera  dans,  les  tables^  fournissent  toutes  les 
données  nécessaires  pour  déterminer.  lçs>  perturba- 
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tions  du  mouvement  de  la  comète,  de  i8o5  jusqu'à 
1823.  Od  partagera  à  cet  effet,  comme  précédem^ 
ment,  la  courbe  décrite  par  la  comète  eu  parties  pou^ 
chacune  desquelles  on  déterminera  l'effet  des  forces 
perturbatrices,  sur  chacun  des  élémens  de  son  or- 
bite, et  l'on  aura  ensuite  par  la  formule  (P),  n^  5^, 
les  altérations  totales  de  ces  élémens  correspondantes  à 
Tare  d'anomalie  excentrique  que  l'on  aura  considéré. 
Dans  l'application  de  cette  formule  à  la  comète 
dont  il  s'agit,  il  suffira  de  faire  varier  Fanomalié  ex- 
centrique de  I  o^  en  10^;  dans  le  cas  cependant  où  la 
planète  perturbatrice  s'approchera  beaucoup  de  la 
comète,  comme  cela  est  arrivé  dans  la  révolution  de 
1819  à  .182:^,  relativement  à  Jupiter,  il  sera  bon 
de  resserrer  ces  intervalles  et  de  faire  varier  l'aho- 
nialie  excentrique  de  5*  en  5*. 

I  Jupiter ,  la  Terre  et  Vénus  sont  les  seules  planètes 
I  qui  aient  puavoirquelqueinfluencesur  le  mouvement 
!  de  la  comète  pendant  la  période  de  i8o5  à  18:^2  ;  en- 
core pourra-t-on  se  contenter  de  considérer  l'action 
de  ces  deux  dernières  planètes  dans  la  .partie  seule- 
ment de  cette  période  où  la  proximité  de  la  comète 
a  rendu  leur  influence  plus  sensible. 

49.  Le  tableau  suivant  présenté  les  résultats  dix 
calcul  que  nous  venons  d'indiquer. 
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Altérations  du  moyen  mouvement  et  de  Panomalie 
moyenne  pendant  la  période  de  i8o5  à  1822. 


r  -'■*'^ 


Fcriodes. 


j^i-— j» 


Interralies 


i8o5ài8ig. . 


[1819&  183a  w 


Pianètes 
pertà^b:itrî6ciB. 


»    I  mm 


/rf/1. 


sa 


48i4/,746 


u 

$  en  1809 
en  1818 

S  en  1809 
<!ni8i8 


lai 


LUA«M- 


V,74î»    I 


V 

9  en  1819 


+  3*5889 

—  o,i3i3 

—  0,1 io5 
-*-  0,0178 
•+»  0,0735 


/rf?. 


4-  i5859"38 

^     476,76 

—        4,97 
.  4-       64,01 


Total, 


I  ■   I'  1 .11  n  qw 


■4-  3,3914 
+  0,0716 


-.  7,3633 


4.  i5436,5!i 

-   99V38 
4.       81 ,36 

»   9858,13 


Désignons  respectivement  par  ri ,  n%  n"  le  moyen 
îtiouvement  diurne  de  la  comète  aux  périhélies  de 
i8o5,  1819  et  1822,  et  par  Tet  T' les  intervalles  de 
temps  qui  séparent  ses  trois  passages  en  ces  points* 
Par  le  calcul  des  pertui'bàtions  dé  la  péiûode  de  i8o5 
à  1819,  on  aura 

d'où  l'on  conclura 

n!  =  i075',4864  +5*,29i4  =  1076*^7778,  | 

»"=  i075",/j864  +  5>9i4— 7",3633=io69*,4i45' 
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Par  la  période  de  1819  à  1822,  on  aura 


tJSt 


^^JJo^^^  =  ,.68^65.5  +  8^,^ 

n'=  io76*,78i3  —  7',3633  =  loGg^^iSo , 
n  =  1  •76'',78i3  —  3'',29i4  =  io73'',4899. 


=1^767,7813, 


Si  l'on  réunît  les  deux  périodes  précédentes,  en 
remarquant  qu'au  périhélie  de  181.9  ^^  avait 
n'=ii-|-3",29i4>  on  trouve  d'abord  pour  l'altéra- 
tion de  l'anomalie  moyenne^  dans  l'intervalle  qui 
sépare  les  périhélies  de  i8o5  et  i8:3ây 

i5436",5a  +  5",29i4T — 9858',  i  a^gSyo'Voa  ^ 
et  Ton  en  con^tura 

« = T^^~  =  to75>745-  i'',58775=?io73'',4868,. 

n'=  io73''4868  +  3^2914=  io>76',7782, 

»"=  io73^,48684-3>9i4— 7'',3633s=îio69,4i49. 

En  rassemblant  les  valeurs  précédentes  de  chacune 
des  quantités  n,  n%  7i[^  conclues  des  trois  passages 
observés  ^  on  aura 


Périodes. 
i8o5  à  1819 
I  1819  a  1822 
i8o5  à  1822 


n 

i073''4864 
1075/4868 


<•  .  •  •   »  « 
IO76V778 

1076,7,81^5 

1076,7782 


n 


io69"4i45, 

io6^,4^S^ 
106^,4149. 


Les  différences  o^'^ooSS,  o",oo3i  et  o'',ooo4,d^  ces 
valeurs  sont  de  l'ordre  dés' fluàfrfltés  négligées^,';  V  ' 
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Au  moyen  des  résultats  précédens^  concluons  des 
passages  observés  en  i8o5  et  iSig/Tep^^que  du  re- 
tour 4e  la  compte  en  1822.  On  a,  relativement  à 
cette  période,  n!  =s  1076", 77 78,  par  conséquent, 

T' =  55^^i5^'^  =  1203/.591  +9^,155=  i2i2/,746. 

Les  observations  ont  donné  T'  =  121 2^,742  j  on  ne 
pouvait  attendre  de  la  théorie  une  plus  grande 
précision. 

Les  perturbations  de  la  comète  pendant  la  période 
de  1819  a  1822  ont  été,  comme  on  voit,  très  con- 
sidérables^ puisqu'elles  ont  retardé  de  neuf  jours  son 
passage  au  périhélie.  M.  Enke  est  le  premier  parvenu 
à  ce  résultat,  qui  Ta  mis  à  même  de  fixer  à  l'avance 
l'époque  du  retour  de  la  comète  à  son  périhélie  en 
\9il*x.  U  annonça  en  raênie  temps  que,  d'après  ses 
déclinaisons,  elle  , ne  serait  pas  visible  en  Europe, 
et  que,  pOur  l'iohserver,  il  faudrait  se  transpprter 
dans  l'hémisphère  austral.  La  comète,  en  effet, 
revint  au  périhélie  en  mai  1822  ,  et  c'est  d'après  les 
observation^  failes  à  t^aramatta,  dans  la  Nouvelle- 
Hollande  ,  qu'on  a  conclu  les  élémeils  de  son  orbite 
à  cette  époque! 

5o.  En  partant  de  ces  élémens,  que  Ton  trouvera 
plus  bas,  nous  avons  calculé  leç  altérations  du  moyen 
mouvement  et  de  l'anomalie  moyenne,  pendant  les 
deux  périodes  suivàfites.  Dans  Oet  intervalle,  la  co- 
mète n'éprouve  que  de  très  légères  perturbations,  et 
l'on  doit ,  par  conséquent ,  attendre  d'autant  plus  de 
précision  des  résultats  qui  s  y  rapportent. 
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Altérations]  du  mojen  mouvement  et  de  Vanomalie 
mojrenne  de  1822  à  1829. 


Périodes. 

1 

Inienralles 
observes. 

Planètes 
perturbatrices. 

Sdn. 

■* 

1 

i8a2ài8a5.. 
iSsSàiSao.. 

iaii/,a90    , 
,.  ...^ 

1  * 

3  en  i8aa 

Total.. 
'     it 

4-  0*7036 
—  0,0494 

+ 

38r'46 
56,90 

-f-  0,653a 
—  0,4390 
-f-  o,oa56 
-0,0986 

3a4,56    1 
70a, 4a    1 
10,43 
6,90 

1 1 

1 

1 

t  en  i8a8. 
Total. 

—  o,5iao 

.  — 

698,89 

En  nommant  »'''  et  rû^  les  valeurs  du  moyen  mou- 
vement diurne  aux  périhélies  de  1825  et  1829,  T", 
T'"  les  durées  des  révolutions  de  1822  à  1825  et  de 
1825  à  1829  9  et  prenant  pour  if  la  valeur  moyenne 
]o69'^4^^^  9"^  résulte  de  la  comparaison  des  trois 
périodes  calculées  précédemment^  on  aura 

Les  observations  de  M.  Valz  donnent  T'=  121 1^290. 
Pour  concilier  ces  deux  résultats,  il  faudrait  presque 
doubler  l'altération  de  l'anomalie  moyenne  pendant 
la  période  que  nous  considérons ,  ce  qui  parait  inad- 
missible. 
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Il  s  agit  maintenant  de  déterminer  *1  époque  du 
retour  de  la  comète  en  1829.  On  aura  d'abord,  pour 
le  moyen  mouvement  diurne  au  périhélie  de  1 825 , 

//•=  io69",4i  58  +  o^653a  c=  1070^0690 , 
et  par  conséquent 

T^=?^2^±$?J!?9==i3iiJ,i364  +o>,653i  =  i2ii/,7895. 

Cet  intervalle  compté  à  partir  du  16,7836  sept.  1825, 
époque  du  passage  au  périhélie,  répond  au  10,5731 
janvier  1829,  qui  sera  Imstant  du  prochain  retour 
de  la  comète  en  ce  point. 
On  aura  pour  cette  époque 

w'*  =  1 070^,0690  —  o",5i2o=  1 069^,5570. 

Quant  aux  autres  élémens  de  l'orbite,  le  tableau  sui- 
vant contient  les  altérations  qu'ils  éprouvent  dans  les 
quatre  périodes  que  nous  ve^oos  de  parcourir. 

Jl Itérations  de  V excentricité,  j  du  périhélie  ^  du  nœud 
et  de  VincUnaison  de  Vorbite  de  i8o5  à  1829. 


Altération        Alléruion , 

Altération 

Altération 

Périodes. 

de 

delalongitud. 

delaloDgitad. 

de  rincHnais. 

1 

rexcentricîie'. 

da-  périhélie. 

• 

du  nœud. 

de  Torbîte. 

fSpSàtStg 

-f-  o«  0019950 

-+-  5'  10" 

-     i'5f 

+     2' «9* 

iSigàiSsa    ^ 

—  o.ooSgoSS 

-*-  9-4» 

—  îo.So 

—  16.  8 

i8'jaài8^5 

+  o.ooo^SoS 

•4-  o.i5 

—    o.io 

+    '•  4 

iSaSàiSsg 

1 

—  o.oooagao 

-h  1.^9 

—    0.39 

—      0.55 

BU  SlrSTÈIffE  tV  MONDE.  tS5 

Les  altérations  des  longitudes  du  périhélie  et  du 
nœud  sont  comptées  d  une  équînoxe  fixe  j  si  on  leur 
ajoute  ii'o>^ pour  la  première  période  et  2' 46*  pour 
les  autres ,  on  aura  leurs  valeurs  par  rapport  à  Téqui- 
Doxe  mobile. 

En  partant  des  élémens  calculés  d'après  les  obser- 
vations de  Paramatta,  on  a  formé,  à  l'aide  des  résul- 
tats qui  précèdent,  le  tableau  suivant  qui  présente 
les  élémens  elliptiques  qui  répondent  aux  cinq  pas- 
sages au  périhélie,  observés  dans  l'intervalle  de  i8o5 
à  i8^. 


an 

t>criliëlie. 


Moyen 

monvem. 

dîame. 


ii8o5,noY.  9a,oo€ 
1819,  janT.  a7,75a 
iSn^mai.  ^i^^g^ 
»8î5,sept  16,784 
i8j(),janv.  10,573 


î 073*4877 
1076,7791 
io69,4<58 
1070,0690 
1069,5570 


,tfemi 

grand 

axe. 


Excentric. 


Lied 

da 

l>érîhcUc, 


3,3189130/8464567 


3,214388 

3,334^4^ 
3, 333636 

3,^34346 


-1-^ 


0,848451 

0,8445479 
0,8449784 
0,8446863 


156^43'  o' 
156.59.  I 
157. II. 39 
157.14.30 

157.18.35 


Liea 

du 

nœud. 


Indinais. 


334018'  ag" 
334. 37. 36 

334* 19 '33 

334.33.  8 
334.34*^5 


•         ' 


i3«»35'44" 
i3.38.33 

l3.39.35 
13.3^.39 
13.39.34 


1 


Si  l'on  compare  les  fsléfnens,  relatifs  atiic  périhélies 
de  i8o5  et  1819  a  ceux  qui  résultent  des  observations 
faites  à  ces  deux  époques,  on  voit  qu'ils  s'accordent 
dune  hianière  sâtisfaî-sante ,  les  plus  grands  écarts 
étant  d'une  minute  sur  la  longitude  du  périhélie,  de 
cinq  sur  celle  du  nœud,  et  de  deux  sur  rinclinaison 
de  l'orbite.  Mais  on  pourrait  juger  encore  mieux  leur 
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précision  en  calculant ,  d'après  ces  élémens ,  quelques 
lieux  de  la  comète  à  diverses  époques ,  que  Ton  com- 
parerait ensuite  à  des  lieux  qui  auraient  été  directe- 
ment observés. 

Comète  périodique  de  6*",  7. 

5 1  •  Les  perturbations  de  cette  comète,  depuis  sa  der- 
nière apparition  en  1826,  et  l'époque  de  son  pro- 
chain retour  au  périhélie,  ont  été  déterminées  par 
M.  Damoiseau  ;  nous  nous  contenterons  de  rappor- 
ter ici  le  résultat  de  ses  calculs. 

M.  Gambart  à  fixé  les  élémëns  elliptiques  de  lor- 
bite  pour  les  époques  de  1 806  et  de  1 826  y  en  sui^K)- 
sant  la  révolution  moyenne  de  la  comète  dans  cet 
intervalle  de  2460^^  ^insi  qu'il  suit  : 


1 


806.  1826. 


Pass.  au  périh.,  janv.         2,4807     mars.        1 8,9688 

Excentricité 0.7470095  0.7457842 

Lieu  du  périhélie  . . .   109** 5i'  52^  109®  Ss'  25" 

Long,  du  nœud  asc...  2SÏ.260  g  ^j.i5.i5 

Inclinaison...  ...•••     i5.35.i5  i3. 58*45 

Demi  grand  axe 5. 56705.  '  ' 

En  partant  de  ces  élémens.  M,  Damoiseau  Aitrauvé, 
pour  les  altérations  du  moyen  T)K)uvenfîent  et  derlV 
nomalie  moyenne,  pendant  la  période.,  de  iftot)  à 
1826, 
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Altër.  du  moy.  roonr.  Alt^r.  de  Tanom.  moy. 

TP    +  i"4497  4-o»45'59"94 

;S    4*0,1811  +0.22.10,72 

/     1}    —  o,o5i7  —  o.  2.45,95 

Si  l'on  désigne  donc  par  n  et  n  les  moyens  mou- 
yemens  diurnes  de  la  comète  aux  périhélies  de  1 806 
et  de  1 826 ,  rintervalle  entre  les  deux  passages  étant 

de  7380^,43^^  9  ^^  ^^^^ 

^  =  p8^88ï =  ® 46  ,2652, 

n'=  8'46",2652  +  i'',599i  =  8'47^8645. 

En  calculant  ensuite  les  altérations  des  mêmes  élé- 
mens  pour  la  période  commencée  en  1826,  le  même 
astronome  a  trouvé 

Altér.  da  rooy«  œoar.  Anomalie  moy. 

V    +5^5745  +  i0  28'5o"94 

$     4-  o, o552  —  o.  0.54,69 

T>     —  o,o5ii  —  o.  3.i4,85 


4-  5"  5766  +  1^25'    1^42. 

Soit  T  l'intervalle  de  temps  inconnu  qui  s'écou- 
lera entre  le  passage  de  la  comète  à  son  périhélie  en 
1806  et  son  prochain  retour  au  même  point  de  son 
orhite ,  et  soit  n'  le  moyen  mouvement  diurne  à  cette 
époque ,  ou  aura 

T  = y  4^*  8643       =2455^,1 762— 9y,6642=a445>,5i2o, 

n' = 8'  47%8643 + 5^5766  =  8'  53^,4409. 

L'effet  des  forces  perturbatrices  diminuera  donc  de 
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g'^ 6642 la  durée  delà  révolution  acluelle  de  la  comète, 
et  si  l'on  suppose  qu'elle  ait  passé  au  périhélie  le 
18,9688  mars  1826^  son  prochain  retour  à  ce  point 
aura  lieu  le  ;27,43o8  novembre  i832,  année  qui 
sera  remarquable  par  les  réapparitions  des  deux  co- 
mètes £t  courte  période  de  1 819  et  de  1826. 
.  Voici  le  tableau  des  altérations  qu'éprouveront  les 
divers  élémens  de  l'orbite  pendant  la  période  actuelle. 

'de  la  long,  du  nœud  sur  l'écl.  —  3*  i3'  45" 

Jde  la  longitude  du  périhélie. .  +         5.  i5 

]de  rinclinaisondel'orbite....  —       20.  2 

de  rexcentricité.  »..«..••...  4-  o.oo47388. 

On  voit  que.  l'action  des  forces  perturbatrices  est 
surtout  sensible  sur  le  mouvement  des  nœuds  de  Ter' 
bite.  La  grandeur  des  altérations  que  subissent  les 
divers  élémens  de  l'orbite  pendant  cette  période, 
tient  à  ce  que  Jupiter  s'approchera  beaucoup  de  la 
comète  en  mai  1 85 1 ,  et  qu'il:  exercera ,  pendant  quel' 
que  temps  sur  elle  une  influence  considérable. 

En  partant  des  élémens  de  1826  «  rapportés  plus 
haut  y  on  a  formé,  à  l'aide  des  résultats  précedens,  le 
tableau  suivant  : 

; 

Élémens  de  la, comète  e/j  1 832 • 

Passage  ara  périhélie  i8&ô  nOTembre.  -       27^,4808 

Excentricité ;     éJ^SifjJ^Si 

Lieu  du  périhélie • ,, .    *  ^09° 56'  4^" 

Longitude  du  noeud  ascendant •     'â48:.  1^2  •  24 

Inclinaison ;  •  ;  • ; .  v  >  <  1 3^  i5.  f  3 

Demi -grçi]>d  fixe. ..«••,•,>,•••..  ^     ,    3«S3ôÔ?. 
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Du  mowement  de  rotation  des  corps  célestes^ 

Si  la  figuré  des  corps  célestes  était  celle  de  la  sphère, 
ils  tourneraient  uniformément  autour  d'axes  myrvi^ 
n'ables;  mais  nous  avons  dit  que  la  force  centrifuge, 
due  à  leur  mouvement  de  rotation,  abaisse  leui^ 
pôles  et  relève  leur,  équateur.  Les  forces  qui  les  anii- 
nient  ne  passant  plus  par  leurs  centres  de  gravité ,  il 
€11  résulte»  dans  leurs  axes  et  dans  leurs  vitesses  dero- 
tation,  des  variations  qui  fixeront  spécialement  notre 
attention  dans  c^  livre,  fei  la  loi  de  la  pesanteur  uni- 
verselle ne  se  inanifest^  pas  par  des  effets  aussi  pré- 
cis et  aussi  sensibles  que  dans  le  mouvement  de 
translation;. elle  est  subordonnée  à  la  figure  du  corps 
sur  lequel  elle  agit,  à  la  matière  qui  le  compose ,  aux 
aspérités  mêmes>  qui.hérissent  sa  surface.  Son  action 
est  difficile  à  saisir  aur  milieu  de  tant  d'obstâçlés  qui  là 
modifient^  tandis  qJuie.dansle  mouvement  des  centres 
de  gravité  des  corps  célestes  aiitbur  du  Soleil,  ?  le^ 
effets  de  toutes;  cé^ifauses  secondaires  se  perdient 
daiisJes  espaces  immenses  qui  les.séparent^  pour  ne 
plus  iaiss^sr  apercevoir  que.ceux^ui  dépendent'  de 
leur  tendance  mutuelle .  ksL  Uns  v^  les  autres.*  Çe-^ 
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pendant  Finfluence  de  celte  grande  loi  de  la  nature 
n'en  est  pas  moins  admirable  dans  la  question  qui  ya 
nous  occuper;  elle  lie  entre  eux  des  phénomènes  qui 
sans  elle  paraîtraient  n'avoir  aucune  analogie.  Aitisi^ 
comme  nous  l'avons  dit,  les  mouvemens  des  axes  de 
rotation  des  planètes  ne  sont  qu'une  conséquence  de 
l'ellipticité  de  leurs  figures,  et  l'on  verra  que  les 
rapports  qui  peuvent  exister  entre  les  durées  de  leurs 
mouvemens  de  révolution  et  de  leurs  mouvemens  de 
rotation  les  modifient  encore  d^une  manière  parti- 
culière. La  pesanteur  universelle,  appliquée  à  cetle 
nouvelle  classe  de  phénomènes,  non -seulement  ex- 
.plique  d'une  manière  très  simple  plusieurs  points 
importans  du  système  du  monde,  que  Fobservation 
avait  de  tout  temps  révélés  aux  hommes,  maïs  dont  ils 
aVeaient  jusque  là  vainement  cherché  les  causes;  elle 
4onhe  encore  le  moyen  de  calculer  les  lois  de  ces  phé- 
nomènes, avantage  précieux,  parce  que,  comme  ils 
procèdent  avec  une  extrênie  lenteur ,  on  ne:  pourrait 
les  déterminer  directement  que  par  des  observations 
séparées  par  des  milliers  de  siècles.  Eiifin,  la  théorie 
du  mouvement  dès  corps  célestes  autour  de  leur 
centime  de  gravité  a  pour  nous  cet  intérêt  spécial  qui 
s  attache  à  tout  ce  qui  nous  touche  de  près;  el!e 
fournit  plusieurs  données  importantes  sur  la  figure 
et  la  nature  du  globe  terrestre,  et  des  renseigneniens 
précieux  sur  sa  staibilité* 

L'analyse  que  nous  allons  présenter  est  générale 
et  peut  s'appliquer  à  tous  les  corps  du  système  solaire; 
elle  n'est  que  le  développement  des  considérations 
exposées  dans  le  chapitre  111  du  livre  H;  et  par  les^ 
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quelles  nous  avons  ramené  k  un  seul  et  même  prin- 
cipe la  déterminatiefrde  tentes  les  inégalités  plané-^ 
taires.  Malheureusement ,  dans  la  question  qui  nous 
occupe  y  les  observations  sont,  bien  en  atrière  de  la 
théorie.  On  conçoit  en  effet ,  combien  elles  demandent 
de  précision  et  combien-^à  la  .dislance  où  nous  sommes 
des  corps  célestes^  il  est  difficile  de  saisir  des  phéno- 
mènes^ cpiise  passent  pour  ainsi  dîreà  leursurface  ;  aussi 
ce  n'est  encore  quç  par  r^^pportà  la  Terre  et  à  la  Lane 
que  l'on  est  parvenu  à  rendre  lps>  ^bf^ervations .  assez 
certaines  pour  les  comparer  à  la  théorie.  Nous  exami- 
nerops^  ex^  particulier  le^  pbépoixiènes  relatife  iiux 
mouyemeus  de  rQtajtion,  d^  /Ces  deux  pUvètes.,  et: ils 
serviront  d'application  aux  formulas  générales .  qui 
seront  développées  dans  le  chapitre  suivant; 


/     •     « 


ri  -^ 


\  '      i  •••: 


II' 
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CHAPITRE  PREMïÉKv'  « 

' .  _ .  ^  V  ,        •      •        •   1   ;  '  ■   •  ■  ^  M  '      - 


Iniêgmtiàn  des  équaiions  dijfferentielléi'ijiûi  déter- 
minent les  moui^miêns  défi  corps  célestes  autour  â^ 
leurs,  centres  d^  publié  y  ^ 


■focv 

'!•••■  ..  '-^  ^'  '    ' 

1         >  .  .  .  V   w^  ^  -         »_ 


1..  Repretioris  les  trois  équations^  (B^  t{àe  îioas 
a\ons  ffouvëes  «•  S,  IWré  IIV  pdaV  détemiKiiEiV  le 
mouvenient  des  corps  célestes  autour  dé  letirâ  Cëfitres 
de  gravite  ': 

Ad5p  +  (C  — B),5rr.d^=^j..-2^—«.  _j.rf^, 

/     rfV  cA^N    .     I 

Crfr  +  (B  —  A).pg.cZ^=rx.-^ j».  ^)- rf^. 

Dans  ces  équations ,  A ,  B  ^  C  représentent  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  du  corps ,  respective- 
ment relatifs  aux  axes  des  x^  de&j^  et  des  z;  en  sorte 
quW  a 

Les  trots  quantités p^  q^  r déterminent  à  chaque 
instant  la  position  de  laxe  instantané  de  rotation  par 
rapport  aux  axes  principaux^  et  la  vitesse  de  rotatioa 


•     j 
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aatoar  de  cet  axe;  ea  sorte  que  si  Fon  dàâgn^-par  e^, 
Cf  y^les  trois  angles  que  forme  respectivement  Taxe 
instantané  avec  les  axes  deso?^  des  j*  et  des  is,  on  a 

rnitf —     ^  ;  coag=     ^  -—y  cosy=: 


|//>*+î*+'^  V^i>*-H*+'^  i/p*+f*+r' 

, 

et  V/'*  -+-  7  +  ''^  exprime  la  vitesse  de  rotation  aïv- 
tour  du  même  axe. 

Enfin  y  représente  la  somme  des  masses  des  corps 
agissans  du  système^  divisées  respectivement  par  leuf* 
distance  à  lelément  dm  du  corps  attiré ,  et  multi- 
pliées par  la  masse  de  cet  élément  ;  c'est-à-dîre  que  si 
FoQ  ne  considère  que  Taction  d'un  seul  astre  L ,  qu'on 
nomme  x^  ^f  jZ  les  coordonnées  de  cet  astre ,  et  x, 
jy  z  celles  de  l'élément  dm,  rapportées  aux  trois  a;3^es 
principaux  qui  se  crpisent  au  centre  de  gr^ité  âif 
sphéroïde,  on  aura  / 


STjdm 


r-  9 


1/  (X'  -  xy + {y  -  yy^  («'^  «)• 

t 

le  signe  intégral  S  se  rapportant  à  l'élément  dm  et 
aux  quantités* qui  varient  avec  lui,  et  devant  être 
étendu  à  la  masse  entière  du  corps  attiré. 

Les  t«oif&  équations  (A)  ^uffi^ût  pour  déterminer 
à  chaque  instant  les  mouvemens  du  corps  m  par  rap- 
port au3t  ttois  axes  principaux  qui  \  se  croisent  k  ^on 
centre  de  gi^vité;  mais  pour  connaître  sa  position 
absolue  dans  l'espace^,  il  faut  déterminer  encore  la 
position  de  ces  axes  mobilé$  par  rapport  à. trois  axes 
fixes ,  ce  qui  exige  l'intégration  des  trois  nouvelîes 

I  K. 
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éqaatioDS.suÎTantes 

i/^  — cos6.  ^4^^^^')         '   ] 

'  -  dô  ==  si'n  (p  .  qdt  —  cos ^  .pdty  >  {a) 

sit) 6  •  d^  =  cos ^  •  ^âf/  +  sin^ . pdt.   ) 

Dans  ces  équations^  8  représente  l'inclinaison  du  plan 
des  xjr  inT  un  plan  fixe,  %}/  est  langle  que  forme Tin- 
téfsection  de  ces  deux  plan.4  aVëd  une  ligile  fixé  menée 
dans  le  second,  et  ^  l'angle  compris  entre  cette  inter- 
section et  Taxe  des  x.  Ainâi ,  les  angles  6  et  ^  déte^ 
minent  la  position  du  plan  des  xy^  que,  pour  abréger, 
nous  appellerons  désormais  f éqtlateur  du  corps,  et 
Fangle  <p  fait  connaître  la  position  de  l'axe  des  x  dans 
ce  plan. 

â.  On  peut  faire  subir  au^  seconds  membres  des 
équations(A)  plusieurs  transformations  qu'il  efet  bonde 
connaître,  parce  qù^elles  nous  seront  utiles  par  la  snite. 

Nous  remarquerons  d'abord  que ,  d  après  la  valeur 
de  V, on  a 

dV  dV_    ,   dV  ,    dW 

rfV  dW ^   ,   dV    .,     ,   dV 

Leâ  équations  (A)  devientiept  par  conséquent 
Aci/i  +  (C-B)  .  yr.  d4=(s' ,  0_y.^)  .  dt, 

(dV  '    dV\  1 

Cdr  +  (B  ^  A)  .  ;,î  .  dt  =(/ .  ^  -  x'.  ^)  .  d.. 
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Les  trois  quantités  ^'^  ^/  r  sont  «ioiinëes  en  fonction 
des  angles  ^ ,  >)/ ,  6  et  de  leurs  différentielles  au  mojmi 
des  équations  («).  Pour  introduire  les  mêmes  va-  ' 
riables  dans  les  seconds  membres  de^  .équations  pr&>- 
cédeotes,  transformons  les  coordonnées  :xf  fj't  i% 
qui  se  rapportent  aux  axes  momies  dçs  or,  des^  et 
des  z  en  d'autres  coordonnées  x,  y  ,  z ,  relatives  à  des 
axes  fixes;  prenons  pour  plan lîxe  des  x  et  des  y  )ë 
plan  de  l'écliptique  à  une  époque' détermiqée ,  et 
pour  axe  des  z  une  ligne  perpendiculaire  à  ce  plan* 
Oa  aura  d'après  l^s  formulas  du  if  ^i^iUyx^Y^,       > 

x';:sx.(cofiS.sin4'rsin^4'-CQ84^.co84))4-T.(oos9,co8^.8in^sta4rC08^) 

y  =x.(cos0.'sin^f  co8f-cos4*s}n^)+T*  (aci8fl^cos^^ooa^-f-8iii4'.8in  f) 

-T-z.  sm6  .oos^y 

s'  =  X  •  sin 6  •  sin*^  -f*  T  *  ^i*^ ^  *  cos4'  "4*  *  •  cos0^ 

Si  Ton  substitue  dans  l'expression  de  Y;,  à  la  place 
des  coordonnées  ûc^^y^z',  leurs  valeurs  ;j  elfe  devien*- 
dra  fonction  des  angles  <p,  '^,  ^  et  déâ  Variables  xy 
Y,  z,  o:^^,  ^1  et  commç  ces  dpmières  sont  indépen*» 
dantes  de  ces  angles^  en  pren^i^t  la  différentielle  ^é 
V  par  rapport  à  ^i  %}/,  6 1  on  gur^  .        ,. 


^^^^-U^'^^fJ-^^  AA^^^  ^^J.^^  ^.'O.^ 


en  désignant  par  dW  t  à!f  et  à%'  lés  diffétenlielles 
des  coordonnées  (x^  jj^  ^  z'  prises  en  ne  faisant  varieif 
que  les  trois  angles  ^>  ^|»  et  0.  Si  dans  cette  équations 
OQ  i^mplace  dfx' ,  d^ ,  rf'z'  par  leurs  valeurs  ai nsV 
déterminées ,  et  qu'ensuite  on  compare  de  part  et) 


( 


) 
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«li'aiitBe,  le$  coefficiens  de  d^,  de  d^  et  de  dS^  oi 
Iroonrsra. 

iv_    ,  dv    .     dv 

d'où  il  est  aisé-de  oohdai^         ^ 

dV        ,  dV  , .  «nH^     /d V    .  -jrfV\       dV 


z 


.Si.  U  a#):'ii)>uiUQ  d'observer  que  cé$  ëquatioos  cbn^r* 
ifsemenj:  Ift  rôiêaMe.fomiê,  q\iel  que  soit  le  nombi^e  des 
qorps  agis^os  du  6)r$tèaie ,  éi  quand  bien  ^ême  ou 
vaudrait.  <^VQÎr  ^ard  à  la  ifigut-e  de  quelqu'un  de  ces 
ûûrps^  11^.6/  livi^  H.  Les  nouveaux  astres  que  Toa 
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termffi  ç^ijo^Ubleslàtaéiix  qu'a  iatrochifts  raotiW'de 
Tastne  Ly.Qtil  sti&radan^le second  cas deiietnplàbet* 
leiu;8 ^u$^$hfjL%  \Jly  etCà,.pxr2e»^lémens  infini^ 
ment  petîjts  de  ces  masses.  La  fouction  Y  sera  donoéd  « 
alors  par  deux  intégrations  indépendantes  l'une  de 
faitilrèy  te'pteMièrë  réIafiVe  au  sphéroïde  attiré',  là 
seeédiile^Mx'alirfès^t  agissent  sur  lui.  En  faisant  su- 
bir aux  cooridiëbaééë''  d^  ^^tres  U ^  î/',  etc./ 1^  traos^ 
fontiâfi^dii  précédeMe,  dti  ihtroduiihEi  dans  Vexpré^ion 
de  V  iitô  tPOi6^%tf^les;^/4/y '6;  et  en  pretiant  léà  dlf^ 

terences  ,partiejles  /?->  tt*  -3- reiftUves  a  ces  angles, 

on .  formera  les  seconds  *  membres  idesi  équatiwiB  (C)i 
Qn  doît^^QQCcegairderjgéqréralement  Veo4b»ieUtte 
fooqtîjm  danbéet  des  angles- 9  ^  «^  ^  fiy  qui  renJB^rn^  ek 
ou(ïe  1^  (eoip^  à  raôson  din»  mimvement  des^  ^tt^ôs  i^ui. 
agisscQt  sur.leîsphmiïdeij'etroii  peut  par  conséquent 
supposer }Qe|!ke.  jfoocfHm  dérelop^lée?  en  série  de  smus 
el  de  cosinus  d'an^ifia  mqlbpW  dd<f};  joa  cbilçoit'eli 


•   •     » 


et  que  roft  substitut  ^iir  a/  ij','i'leùrâ  valeurs  ni*  2, 
OQ  pourra  développe!'  Y'  en  uoe  série  semblable;  en 
moltipHant  ensuite  par  nlin  chà'cun  dés  termes  de  ce 
développement  et  en  l'intégrant ,  on  aura  ..•••• 
Vtt=iS;V^i//^j  et  conttne'^'lé  sîigne  S  ne  se  rappdrt^ 
qtt'k  b' molécule  dm^  et  que  les  Variables  (p\  4/^ 
wnt  tes  UKèffiëé  'pcmr  toutes  les  morécùîès  du  corps  ^ 


1 
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çelté^'illt^ratioiiâi'aktârarii  p^  kifomiedé^lâ^sërie.'l 

If pù^  doQfieroM  idans  la  suite .  r-expre^ion  du  dé-^l 

'y^}oppQine]lt.d&  V  ainsi  bffedué^  il  suffira  pôiii*  le' 

n^iQçaent  d  en  cooctevolrt  la-  poàkibiIîtë«  ùû  yetvn.  alors 

'  iqùe  les  difiR^reitces  partielle^  de  V  sont  de  Tordre  -73,; 

1^  ëtâqt  I^  massQ  de  l'astf e  aiUjrant  et  r\  s^\  di^tonce  { 
^  1^1  moléculç  fl(/n  •  il  ^st  iaçiïçt/i^4^g§r.pa^.^lft:riû^ 
fluenpç  de  r^j:tipiî  des  fg^tres  i^rtar^fricfi^t  ,  zns 

0n  peut  obseryer  fAiCorf  .qp^  l/es  différem^.  por^ 
t  jejlje,ç  de  Y  sont  (\e,  l^ord^e  de  raplitti$s#iipi§i|j;  dii  apbé- 
roïde  que  Ton  çonsid^^.  U  estéyicleqt.ça  effet  que, 
sî^ê  corps  ëtâit'sphdrique,  la  fonction  V  se  réduirait  à 
ilile  ^Mintité  indépendante*  dés '^mgles  ^^  '^p  9;  et 
^mroe  la  figure  des  corps:  <%l6St^  isst  peu  différente 
d<^  la  ^pbèi*e'r  pelote  circonstapce  contribue  encore  à 
rendre  très  petits  les  secoodB  menibres  des  cqùations 
(|C)*  Ilsfuitde  laque  l'on -doit  :  regarder  géRéralemept 

coi»iin^;très  petites  les  forcés  qui  trouisfenV^  ^^^- 
jr$iiieotdei^atiodde&côifps.célti^tes.  .  r' 

4r  Si  l'on  multiplie  leséquatîonà(C)^  lapt^iM^répar 
^1  la  secoi^de  par  ^^  la  troisième  par  r,  qu'on  les 
ajoute  eiîsuite  p  ^  que  dans  le  second  membre  des 
équations  résultantes  on  substitue  pour/?;,  q  etr,  leurs 
valeur?  tirées  des  équatjon§  (f?L.^^îJp<H»V€^ft  .'f 'j 

'  •  :  1  »  *        ■       <        ^ 

^ ,  Le  second. inçn)pre  de  cçt^  éqi|atipp,;SQrpiti:iine 
^i(rérer\}ielle  çoxxtplète^  si.lea .astres  qui  agiss^nffsiirvk 
?|>J?ÇA'^ï4tf,éi?W^^^  li^esj  mais  5^mfX|f  îlftçbftpg^t  <1« 
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position,  la foDction'ycootieiit,  €mir&ié%  fW^dM^h  ff 
4,6,  les  variables  x ,  y ,  ^ ,  qui  dépendé^nt -du  iffou* 
yement  de  ces  astres;  soit  doac 


dV     ,     .  rfV     t^  ■    dV 


^.^+|-;,,*H^,<«=<y, 


I  * 


r  t   I 


r 


la  caractéristique  d^  se  rapportant  uniquement  aux 
variables  (p,  4^  ^f  relatives  aux  déplâcèmeRS  des 
trois  axes  principaux  du  sphéroïde,  JBn  intégrant  Té-i 

quation  (b),  on  aura 

»  •      I     •     < 

;A/»»+  By*4-  C>  =*  const.  -f  a  ^/àT.     (c) 

\  «  • 

Cette  équation  renferme  le  principe  des  forces 
vives:  nous  ayons  fait  voir  en  effet,  n*  55,  livre  I*% 
que  la  fonction  A/?*-f-By*+Cr*  exprimait  la  force 
vive  du  sphéroïde  dont  les  trois  momens  d^inertié 

principaux  sont  A,  B,  C,  et  dont  V/P*+^*rf'^  cs.^ 
la  vitesse  dç  rotation  autour  de  Taxe  instantané. 
Si  rpii  suppose  donc  : 

•  » 

léqiiatioi^  (c)  devient  ...  "1 

*  '  I  *     *  - 

T —/.  «iT  =  constante. 

'  -»«■-♦'•- 

•    •»  •  '      ^     ^  .11»!      »»•»'»•« 

En  appliquant  à  cette  équation  l'analyse  du  n*  1 3 , 
livre  II,  on  e|i  (irera  trois  équations  analogues  aui^ 
équations  (c)  du  même  numéro.  En  effets  p,  q,  r  étant 
donnés  eafpoptipn  0es  y^riaWei  <p>  4^'^^^^^^^^ 
diSerentieUes  par  leséqufitions(^),  on  peut  regarderT 


'1 


f 
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ç^mùab^^mt  êabetàan  de  ces  iacriâUes,iet  si 

gèt  oh  fait  2  i=  ^' ,  ^  =r  ^|,' ,  t;==Ô',  eh  dîffereûciaiit 
on  aura 

<nr  j , ,  ai    ,,, ,  dr   ,,, ,  rfr  ,  ,  <rr. ,  ,  «fr 
a?*'^ +347  •'''*"'■  S^  •  *+^**^'^  54  •''^+ ^• 

•■     ïfr.j  j,  irfT'  .   ,  rfr   . 

* 

Les  équations  (a)  donnent 

;?=='4/%sin9,sîn^-r-8',C0S(p,   \ 
y==*^'.  sîhfl  .cos^-f-6'/sîn^,    y  (cl) 


« 

ai  après  avoir  -ditferençié  ces  valeurs,  on  Les  substitue 
dans  le  second  membre  de  l'isquafion  précédjente;  et 
ipi'on  eompare  ensuite  les  coefBciens  de  d^%  d'^'^  etc., 
éette  e<|uàtion  donnera  '. 

a  <  ,  >       . 

ér    dT   ^      ...      dT  ;  .  V  rfT 


« 

La  valeur  précédente  de  T  donne  d'ailleurs 


•*>[>  • 


i,  >  '  '.  '  • 


;^=*V»  a^^By,  5;:=Cr; 
Wb  ëqhatiohi  (c)  du  ki''  iS,  livre  II,  di^iennent 


no  SYSTÈME  IMT  MON&E.  171 

-^-^ — 5r— 54' 

Ces  équations  sont  ïdenti^jues  kiTec  ks  équations 
(/)  du  n*  j5,  liviieïï,  lorsqu'on  suppose  datuscîâle©- 
ci  V=o  y  n=:V ,  et  qu'où  y  remplace  les  difflérenocs 
partieUes  de  fac  iftmcsklôn  T  par  leurs  yaieurs;  on  peut 
par  conséqiieat  intégrer  ces  équations  par  le  même 
procédé ,  et  comme  elles  ne  sont  qu'une  transfiarma^ 
tion  des  équations  différentielles  (Q;  il  est  clair  que 
leurs  intégrales  conviendront  également  à  ces  der- 
nières ^  et  réciproquement.  Nous  supposerons  donc^ 
conformément  aux  principes  de  la  méthode  générale 
d'intégration  développée  dans  le.chap.  III  du  livre  II, 

,  les  équations  précédentes,  ou,  ce  qui  revient  au 
même^  les  équations  (C)  intégrées  dans  le  cas  où  Tèurs 
seconds  membres  sont  nuls,  et  nous  avons  vu  n*"  55, 

;  livre  I",  que  cette  intégration  est  toujours  possible; 
nous  &ron&  varier  ensuite  les  constantes  introduites 
par  l'intégration ,  de  manière  à  satisfaire  encore  aux 
mêmes  équations  dans  le  cas  ou  l'on  considère  l'ac- 
tion des  forces  perturbatrices, 

U  est  boti  de  rémarquer  ici  que  n6us  avons  supposé 
dans  le  chapitre  cité  que  iî,  qui  représente  l'intégrale 
de  la  somme  des  forces  perturbatrices  multipliées  res^ 
pectivement  par  l'élément  de  leur  direction ,  est  en 
effet  une  fonction  toujours  intégral)le;  mais  cette 
coaditioa ,  qui  xi'e^t  remplie  ni  dans  la  question  du 


1 

I 


une  fonc^ 
[ifférencel 
des  yari» 
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mouvement  de  tvai)slatîop  ^  ni  dans  celle  du  motive- 
ment  de  rotation  des  corps  célestes'^  n  est  huUemenl 
nécessaire  et  ne  doit  limiter  en  rien-  là  généralité  de 
cette  analyse.  Il  suffit  en  effet,  pour  son  exactitude j 
ijue  les  différences  partielles  (le  la  fonction  Cl,  qui  rep 
présentent  les  forces  perturbatrices,  soient  une  fonc^ 
tion  finie  des  variables  ^,  4  >  ^>  }>ui8que  ces  diffî 
{>artielles  entrent  seules  dans  les  fomiules  des 
lions  des  constantes  arbitraires; 

fi.  R«p«ao=.  le.  dive,«,  i«^g«les  .ux,aelU, 
nous,  sommes  parvenus  dans  le  i^^'  S5;  du  I**"  livre, 
savoir 

"■         Aa>  +  B6'7  +  CcV  =  i3' ,    . 
Afl>+  Bb'ç+  CcV=  jS", 
Ap*  +  B^'  +  O»  =  A, 
\Y  4-  B'f  H-  CV  =  k'; 


'+  '-A 


/»  i&  ■  (Cr«  —  h).  \/ÂS.Cdr    .  __ 

^'"^^^J  (fc«-CV).V{**-BA+(B-C).C/*j{-ife<4-AA+(C-A).Ci*}V 

Ces  sept  équations  n'équivalent  qu'à  six  intégrales 
distinctes,  et  les  quatre  constantes  /3,  /S%  /3",  ^  sont 
Jiéçs  entre  elles  par  Téqualion  de  conditiqi:^ 

jS.4.^'*+^''*£=^.  {e) 


Les  trois  arbif  raires  jS ,  j8' ,  /3"  déterminent  la  posi- 
tion du  plaii  principal  de  projection  /en  sorte  qae  si 
l'on  appelle  y  son  inclinaison  feur  un  plan  fixie  quel< 
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con(|tie,.et«(la.loogîlnde  de  son nceud. comptée d'wae 
origine  arbitraire,  on  aura. 

La  constante  h  est  celle  (pxi  sert  à  compléter  lant- 
tegrale  des  forces  yîyes;  la  constante  /  dépend,  4&  la 
position  dn  corps  à  un  instant  délerminé;  eniin», 
relativement  à  la  constante  g,  noua  observerons  que 
4 j représente  la  longitude  de  l'équateur.du  coips^ 
sur  le  plan  principal  de  projection,  comptée,  à  partir 
de  Imtersection  de  ce  dernier  plan  avec  le  plan  fixe, 
n*  55,  livre  1*'.  On  peut  donc,  pour  fixer  les 
idées,  supposer  que  — -^  est  la  valeur  de  cette  longir- 
tude  à  Torigine  du  mouvement,  puisqu'il  suffit  pour 
cela  de  le  faire  commencer  à  Finstant  où  Tintégrale 
de  la  valeur  de  '^^  s'évanouit. 

Les  intégrales  (d)  suffisent  pour  déterminer  à 
chaque  instant  la  position  du  corps  par  rapport  au 
plan  invariable,  en  sorte  que  si  Ton  désigne  par  ç,  et, 
if  relativement  à  ce  plan ,  les  an^^les  que  nous  avons 
nommés  ^  et  6  par  rapport  au  plan  fixe,  on  con- 
naîtra par  les  formules  précédentes  les  valeurs  des 

angles  9^y  4/'  ^/'  7^  ^^  ^'  ^^  ^'^^  déterminera  celles 
des  trois  angles  9,  '^,6,  par  les  formules  du :n*i  35, 
livre  !•'• 

Cela  posé,  concevons  que  Ton  veuille  étendre  les 
intégrales  précédentes  aux  équations  (C),  où  l'on 
considère  l'action  des  forces  perturbatrices.  Les  trois 
arbitraires  jS ,  /3' ,  jS"  ne  seront  plus  constantes  ;  le 
plan  principal  de  projectioii  que  nous  avions  considéré 
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comme  ipvariaUe  a""  55,  livre  cité,  cessera  de  l'être, 
mais  il  conservera  toujours  la  propriété  d'être  à-ch^j^qoe 
instant  le  plan  par  rapport  auquel  la  somme  des  pro- 
jections des  aires  décritjes  par  les  rayons,  vecteurs  des 
élémens,  du  sphéroïde,  multipliées  par  les  masses  de 
<«8.élémens,  est  un  maximum;  les  quatre  constantes 
h,  ky  If  gf  deviendroYit  égalemeiit  variables,  et  Toa 
dëtenninera  les  variations  de  ces  différentes  quantités 
par  la  jforitiule  générale  (D),  n"*  i8 ,  livre  IL 

Pourcela,  il  est  nécessaire  d'exprimer  préalablement 
ces  constantes  en  fonction  des  variables  indépen- 
dantes du  problème  et  de&  quantités  s ,  u, V,  qui 
sont,  comme  ofn  sait,  des  fonctions  de  ces  variables  et 
dp  leurs  différences  premières.  Dans  la  question  qui 
nous  occupe ,  comme  dans  celle  du  mouvement  de 
tnat^lation,  les  variables  indépendantes  sont  au 
nombre  de  trois  :  nous  avons  pris  les  trois  angles  9> 
pi^'i  d,  pour  ces  variables  ;  nous  avons  désigné  pour 
abréger  par  (p\  *^'j  0'  Içs  différentielles  <p,  4^  ^' 
divisées  par  V^,  et  par  T  la  moitié  de  la  forée  vive 
du  sphéroïde  ;  0n  aura  par  conséquent^  n?  1 5,  livre  II; 

'         '  .dT  dT  dT 

»  •  • 

lîous  avons  trouy-é  n"  4  pour  l'^xpresnotide  T'> 

2  ' 

on  aura  donc  en  vertu  des  valeurs  de  t-,,  •^,,  ^t/i 
données  dans  leméme  numéro, 


/ 


Dû  inSlfiME  DO  ■  llOia^.  ïjS 

u  =8  (A/^.sin^-f**  %«<^^)*  s^^  S -i-r  Cl* •  côs fr ,    " 
l'sïs-r-pAo.cos^-f-By .ân^,  i 

fou  l'on  tire 

Cr=:  s. 

Si  dans  les^  expressions  dès  constâtttes  ^\  /3%  ^^  on 
substitue  ces  Taléurs,  et  quW  remplace  en  même 
temps  les  quantités  ^' ,& ^  c,  tf',  V  j^^  y  *">.  ^">  ^'% 
parleurs  valeurs  données  n*"  28,  iiv.  I**,  oij  trouvera 

/3  !=  (*  H-  «  cbs  0> .  ^  —  P  cos4 , 


siaS 


kr    .  4        •  ' 


Eq  mettant  pour  /3 ,  jS'v  /3*;  leurs  valèiirsf  daiiis  les 
Icquatîons  (y),  on  exprimera  les  constantes  a  et  7'en 

C 'onction  des  mêmes  variables.  On  pourrait  exprimer 
e  même .  les  constante^  h  et  k  en  fotiction  des  six 
variables  ^9  ^^^j  i%  u^s^^  mais  il  sera  plus -sioiplg^ 
It  les  regarder  comme  déterminées  par  les  équa- 
tions {êH)  et  (e) ,  en  y^  considérant  les  quantités  /?, 
f ,  r,  j8 ,  /S' ,  jâ''  comme  des  fonctions  données  de  ces 
variables.  Enirn y  oii  snbstituerâ  soucié  signe  intégral 
'àla  place  de  C/*  dans  les  deux  dernières  équations  {d)^ 
^  en  supposant  les  intégràfions  effectuées^,  on 
pourra  regarder  les  six  .constantes  /i>  f^f  ^p  yy  if  gp 


comme  exprimées  en  fonction  des  six  yariahl^^,  41 
Q,  s^  u,  i^.  II. ne  restera  donc  plus. qu'à  substituai 
leurs  différentielles  partielles  prises  ..par  rapport  à  ca 
quantités  dans  la  formule  générale  | 

-       da  db     dadb\^da  :dh     du.db  ,du  db    da  dh. 


•''     -  .1 


«  .  \  '     h  •      '  '      s  m 

pour  akoîries  vâlêursird'es  quinze  symboles  (k,  a)l 

(*,7),tetc.  ..  —  .:>  I 

6..Four  suivre  ici  la.fn^m,e;  msurche  que  daps la  re-^ 
çberpliedeç  variations  des  él^niens  elliptiques ,  com* 
mençonspar.  dét^ern^ne}*'  l^s  y^le.ii^f  4$$  quantités 
(*,«),  (A:,  >),  {(t^y)^  (A,  k),  (Aya),  (A,  >),  où  n'entreni 
point  les  lettres  /  et  g;  et  afin  de  simplifier  ce  calcul 
formons  d'abord  le^  trois  combinaisûos  {fi,^),  (jS^jS')» 
(j8',  /3');  on  trouvera  sans  peine 

/ 

Si  Ton  regarde  aeiy  comme  des  fonctions  de  fi,  ^\ 
/3'',  données  par  les  équations^ 


j3  l/-8"4.é^. 

tang^F=?^r    tang>»f jgr— ^ 


<maara 


;•(V).=?(^-,/3).g^.(*,^')^^,  .     •    >; 

; .  .(*,^) =(*,  ^),|  -4- (A-,  ^'),'^.f:  (*;y3");|:; 

.  .    •    '  •   '  -    •  ••  •  .        .   .  •  •• 

D'ailleurs.  A:  étant  une  fonctipndg  ^r^f'&J 9  donnée 
par  l'équation  **œi8^+  i3^'+  i8'%  .oq  la  /^      i 
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it  par  conséquent  (A:,  j8)=so;  on  aurait  de  même 
i,  jS')  =  o,  {k,  /3^)  s=  o ,  d'où  l'on  conclura 

(*,»)s=0,     (*,>)=<>• 

La  Talear  pTécédente  de  tang  y  donne 

/S* 
cos>=s-jf; 

en  observant  donc  que  (ot,  k)  est  nul  par  ce  <]ui  pré- 
cède, on  aura  simplement 

Or,  - 

I  » 

(bnc , 

Si  Ton  combine  la  constante  h  avec  les  trois  cons*- 
hntes  |8,  /3',  ^,  <m  trouvera- 

(A,/3)=o,,  .(A,/3')=o,    (A,^')-o. 

i 

tu  effet,  la  constante  /S",  par  exemple,  ne  contenant 
<|ae  la  variable  u,  la  formule  (C),  n^  i8,  livre  II, 

Attmera 

Tome  IL  13 
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Or,  la  constante^  est  fonction  de/?,;  y,  r,  et  les  va- 
kurs   (À)'â'e  ces  itjuaiitités  ne  contiennent  pas  la 

variable  ,%j/.  j  on  a  donc  -^r^Oj  et  par  conséquent 

(h,  j3)  zsz  Oc  On:]Deurt^  en'  cduoktre  pauvàn^ogie  que 
(A,  j8')  et  (A,  jS')  sont  nuls  pareillement;  il  est  facile 
d'ailleurs  de  lé  vérîfîei^  en  calculant  directement  leurs 
valeurs.  ..   ,  .,  .  ;,         ..... 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  regarde  k,  a,  y  comme 
fonctions  de  /3 ,  fi' ,  jS^.,  on  aura 

{h,  A:)  =  o,     (k,  a)p=  Q  y    {h,  y)  =  9. 


%      •    •     I  ^ 


Formons  maintenant  les  quatre  combinaisons  (/,A), 
(/,  A),  (/,  a),  (/,>)  qui  renferment  la  constante  /sans 
contenir  la  cOtis  tante  g'.  .     ' 

La  sixième  des  intégrales  {d)^  en  mettant  $  à  la 
place  de  Cr  sous  le  signe  intégral ,  devient 


•»     s  r    » 


J  |/[Cib»-BCA+(B-<:).«*].[-C/t*+Aa+(C-A).«i 
Si  l'on  suppose  ribtëgration  efïectuëe ,  cette  équation 


On  aura  ainsi- ^^ass  tt  y  et poiifc'avdîrleÉr différence 

partielles  ^,^  ^,îl  si^ffira^  (fe  différencier  sous  le  sigm 

intégral   le   second  membre  de  l'équation  <^')  pai 
rapport  aux  constantes  \h  et  A*.   , 
»  La  valeur  de  /  ne 'contenant  qùè  la  variable  s,  ei 
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bi  combinant  avec  une  constante  iftwiepiiqne>  i^^H  efc> 
en  £usant  d'abord  abstractkài  dè^  constantes  h  et  k 
la'elle  renferme,  on  a\i(*a  .,     ^ 

four  avoir  égaid  aux  constaiifé^'fFët''it;'?l'%ittafih!' 
ajouter  aa.§eco^4  prpnQ^œJi^a  d^x.tera^^  ^ , 

"I    '.:-    ■   ''.'   "•      ".    '9^    .•«».'    .t'O    ^^      fv       •-'        "^        «i^ 

Mais  on  peut  s'en  dispenser,  parce  que  B  devébPhi^^ 
jf&etOfft'VvA^  de»  qt^^r^-^i^t^téi^ïk^^jlf;  (it^;^ 
deux  termes  sont  toujours  nulsl» ''^  '^ -i^  O^^  '^»>  i>^i:[q  i.l 
Substituons  d'abord  la  constante  A  à  la  place  de 

;oaa        ''■/■    ^-llT   .:-■• — -  \  ■  ..,hV 

~.î     •>  ,•  'ji"-.'!.  >  1101  ."'•,  .(.1 1  'l'.K^ri'.-'.fii  MOI  JC 

Or,  les  titéurt  d«  Ap  ^  Sf  ,!0'doniiërif>^ 


i 


j.'îDC 


ou  aura  par  consécpitiifc'h  B  no  «  iiJhnnfiy'iift  fJ  ji'f 


'^-     '  )    fîi  i 


l>iar'>.J«I^J 


yettpf  dû  k.troiaièDinedes  ei^itiofis  {[A^ 

On  aura^b^^  éû  «b^tkrt^^e^G^Î^        ^^^'^    ' 


12.  • 


r 

•  >       » 


i8ot  .liHBmiBiAllMTnQDE 

Les  trois  constantes  fi,  fi',  p^  ne  renfermant  pas  la 
variable  (p ,  H  s'ensuit  ^ue.  .si  >  la  lettre  6  représente 
une  fonction  quelcon<{ue  de  ces  arlliitraires,  (A^)  ^>^ 

Passons  enfin  au  .t!alcirl^#!ps^^4  caa(l^liaisons  (g ,  h), 

(g>  ^)f  (g>  *)>  (g\  y)f  (gf  0  q«î  renferme  la  cens- 

-  JLa  dei»i^èj(e^4^]équaliôa$ij((i)^)  fidjsiifastEtuaxkt  ^  à 

la  place  de  Cr,  devient.: : .  r.  ;  •:  i ;c  [ :>•  o î  1  . 


Si  Ion  suppose  l'intégration  effectuée^  cette  équation 
donnera  g  en  fQ^netifinld^;:4^|j\5j^  h:^  k],  mJ^^  quP" 
aura 


En  la  différenciant^  on  ad'iilbQii  '      '>    ^ 


11 


On  obtiendrait  ^«eitlMp^enèearipaMrtieUeel  dé  ^9  parJ 
rapport  à  ]i  eL^i^iei^^^i^rewdwt^çu^,]^.?^^^  inté- 
gral par  ra^poi^t  à  ces^constantes. 

Cela  posé ,  on  a^a  :drelativement  £^.;  une  constante 
quelconque  4, 


0 

r»  ' 
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Nous  omettons  le  terme  {k^  b).  ^^  parce  que  6  devant 

représenter  Tune  de^  quatre  constantes  èL^y^  h,  l,  ce 
terme  est  toujours  nnl.  .     ' 

Pour  former  la  quantité  (>)/^ ,  b),  il  est  nécessaire  de 
connaître  la  valeur  de  4/  ^^  fonction  àéÈ  variaÙes 
^^^,9,  s^u,  p.Ot  nous  avons  trouvé  n*  35 ,  liv.  11, 

r- 

'    >        '  '  '  r        • 

COS0  =  cos j' .  cos ô, -^ sin^  .  sînO, .  cos>|/^ 
sin  (4  —  a)  .  sinfl  =  sîn >|/^ .  sinQ^.; 

On  a  d'ailleurs ,  n*  35,  livre  II, 

i.cos5.  =  fi"=sr-M,     et    A:.cos6.=  0=^i 

les  deux  équations  précédentes  donneront  donc 

Si  Ton  différencie  la  valeur  de  cos>[/^,  par  rapport 
aux  variables  s  ,UfQ  quelle  renferme^  et  qu'on  subs- 
titue dans  le  résultat  pour  sin  4/  »  ^  valeur,  on  trou* 

vera  '  -  ^ 

ds    """  (i*  —  8*)  .  rin  y .  sin  ê  .  sin  (>J/  —  li)  ' 
d^^  8  4-  ueos  ê 


du  *""  k* .  Bin^y  .  sin  ô'.  sin  (4^  "—  •)  ' 

AJo  _. I 

d$  sin >/ .sin ('4'  —  a)' 

par  conséquent 


f8a  ITBDtoRIE 

1  M 

SvibstitUQQs .  paaiutenant  auccessivleiiieiit  dans  (g,  b) 
et  (4^9  &)  à  la  place  de  la  lettre  ^  f  ksicplatve  cods« 

Oa  trouve  wéixieodt  . 

rfA  ds       dh  dh  "  .V 

* 

par  conséquent   . 


Les  équations  (g^)  donnent 

8m  0 

t 

*.  8in  y .  sinf 4— *»)=Biy .  aîn^— 0. cost}»— Ap t30Bf4-Bî  «"f 

L'expression  de  (4/,  *) ,  au  moyen  de  ces  valears  et 
en  observant  que  A*— .j»=A>  +BY»  *«  ré<l'***  ^ 


■       *-  F.    — 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de 
(gfh),  on  aura 

{g,  h)  =  o. 
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Si  l'oa  combine  la  constante  g  avec  chacune  des 
trois  constantes  /3 ,  ^',  /3",  ^t  qu'on  observe  qu'en 
vertu  des  équations  (h) ,  on  a 


<     t 


«  -I-  M  COS  fl  A    •        •      I       iO^  '  I 

-îjj^-p- =  ^  MO  4  4-  ^  OOS  ^  , 

on  trouvera  sans  peine  :  .      , 

La  constante  A:  étant  regardée  comme  une  fonction  de 
/3,  j3',  /3*  donnée  par  Téquation 

on  a  ...     \  ^.  j 

.  (4.*)=(+„(3).â+(4,.^').S=^.- 

,  »  .  .  >         J  » 

I 

par  conséquent , 

»  t 

La  constante  y  étant  donnée  par  l'équation 
\  on  aura 


(UM4.,  A|+(4„  «•■t=  raT:'^-î^  ' 


par  conséquent  ^ 


4 


Enfin,  la  contante  n  étant  d^eroûi^ée . par ,  J'ç^^ 

tiou  /  .    r.. 


'•  :  . 'rtii.  '    ; .  '      j 
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tangcisrr^. 


on  aura 


c'est-à-<Ure 

Ces  yaletus  substituées  dans  la  formule  (A;)  donne- 
ront, en  remarquant  c[ue  les  constantes  j3 ,  /3';  /à'  ne 
contiennent  pas  la  yarîable  «p , 

Il  ne  nous  reste  plus  à  former  que  la  combinaison 
(g,  l)  ;  mais  au  lieu  de  substituer  la  constante  /  à  la 
lettre  b,  dans  la  formule  (k) ,  il  est  plus  simple  de 
considérer  cette  constante  comme  fonction  des  va** 
riables  s,  t  et  des  constantes  h,  k;  on  aura  ainsi; 

valeur  qui,  en  observant  que  {g,h)=szo,  (g^  /:)=— ii 
(g',  ^)  s=  — -  ^,  se  réduit  à 

D'ailleurs g'ssyftyitcl.  (5,  4/>  ^^  ^),  et  comme  s,  4/;  * 
ne  contiennent  pas  la  variable  ^  ^  on  a 
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dg        ^    dh 
dp~dh'd^'* 

par  conséquent , 

n__       dh  dl    dg   f^dl  ^__      d^        dl 

Pour  avoir  les  dififérences  partielles^,  "dk^'^  ^^^^ 

différencier  ^  sous  le  signe  intégral ,  par  rapport  à  h 
et  à  ^  y  les  valeurs  de  ces  deux  constantes  ;  on  aura 

ainsi 

ds_     r  hdt  r  kk.{i^—Ch).dt 

dh      J  if— 5*"*"  ^J  (if-/*).[CA'-ACA+(A-C).«T 

+  Ï-J  (it«—«»).[Cif—BCA+(B-- €).«•]• 
valeur  qui  peut  se  mettre  sous  cette  forme 

Ck.di 


BCA+(B-C).«»' 


àh       VCife*-ACA+(A-C).«»      V  Cit'- 

£a  dififérenciant  de  la  même  manière  ^  par  rapport  à 
i,  la  valeur  de  Z,  on  trouvé 

s  ""     J  Ci8r>— ACA+(A— C) .  «•     J  Cife'— BCA+  (B—C).*'* 

Ces  valeurs,  substituées  dans  Texpression  de  (g>  Q  » 

donnent 

(g',  0  =  0. 

7.  En  réunissant  les  valeurs  des.  quinze  quantités 
q^e  nous  venons  de  calculer,  on  trouve 
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Toutes  les  autres  sont  nulles ,  en  sorte  qu  on  a 

(/,  k)i=o,  (l,  >;  =  o,  {l,  a)  =  o,  (/,  ^)  =  o, 
(*»  >)  =  o»  -(^ ,  «)  ==,0,  (g, *)  =s o. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  il  est  aise'  de  conclure,  en 
vertu  de  la  formule  générale  (D),  n*  i6,  livre  II, 

dk^    Ç.dt, 

dg=: — -31 '«^  —  ÎT^ — ^-y.dif 
^  dk  irsiny     ay  ' 

cfasa     ',   . —  .  T  »dt  I 

k  sin  y     ay  ' 

rfv=     ;  .  ^  .  -r  ■<^<+r^ — . -j-.dt. 

Ces  équations  serviront  à  déterminer  les  variations 
que  produit  sur  les  six  constantes  arbitraires  qui  en^ 
trent  dans  les  équations  du  mouvement  de  rotation, 
Faction  des  forces,  perturbatrices. 

8.  Ce  qu'on  observe  d'abord^en  considérant  les  for- 
mules précédentes,  c'est  la  singulière  analogie  qu'elles 
ont  avec  celles  qui  déterminent  les  variations  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires.  On  voit 
en  effet  que  pour  les  r^Eidre  ideatiques  avec  les 
formules  (o)'  du  n*   4^  ;    ''ivre  H,    il   suffit  de 
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changer  dans  ces  dernières,  -  en  — ^  ^,  <peny,  et  de 

prendre^  au  lieu  de  l'angle  cl^  soq  supplément.  Ce 
résultat  remarquable  tient  à  ce  que  les  constantes 
dont  nous  avons  fait  choix   ont   une  signification 

semblable  dans  les  deux  problèmes*  Ainsi  ^  dans  le 

« 

mouvement  de  translation  —  -,  et  dans  le  môuve- 

ment  de  rotation. A ^  sont  les  constantes  qui  équivalent 
à  la  force  vive  du  système.  Dans  ce  dernier  cas,  y  est 
Imclinaison  du  plan  principal  de  projection  sur  un 
plan  fixe ,  et  la  longitude  de  son  nœud  comptée  sur 
ce  plan  à  partir  d'une  ligne  fi^xe  ;  de  même  dans  le 
mouvement  de  translation  Ç  est  Tinclinaison  sur  un 
plan  fixe  du  plan  de  la  trajectoire.,  qui  est  évidem- 
ment le  plan  principal  de  projection,  et  cl  la  longi- 
tude de  son  nœud  comptée  sur  ce  plan^  seulement 
cet  angle  n'est  pas  compté  dans  le  même  sens  dans 
les  deux  cas ,  d'où  résulte  la  différence  de  signe  qu'on 
Temarq|ue  dans  les  formules  qui  dépendent  de  la 
variation  de  cet  angle;  /  est  la  constante  ajoutée  au 
temps  t,  et  provient  de  ce  que  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  ne  renferment,  dans  les  deux 
questions ,  que  l'élément  de  cette  variable  ;  k  repré- 
sente l'aire  décrite  pendant  l'unité  de  temps,  sur  le 
plan  principal  de  projection  par  le  rayon  vecteur  de 
chacun  des  élémens  du  corps  en  mouvement,  multi- 
pliée par  la  masse  4e  cet  élément.  Enfin ,  la  constante 
f  représente  des  quanti  tés  analogues  dans  les  deux  cas. 
Ainsi  donc  les  expressions  des  variations  des  cons-> 
tantes  arbitraires  sont  identiquement  Ips  mêmes  dana 


..*' 
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le  mouvement  de  translation  et  dans  le  mouvemed 
de  rotation^  et  les  perturbations  qu éprouvent  le^ 
corps  célestes  dans  leurs  mouvemens ,  soit  autour  dd 
Soleil ,  soit  autour  de  leur  centre  de  gravité,  se  trou- 
vent ainsi  exprimées  par  les  mêmes  formules ,  comme 
elles  dérivent  de  la. même  cause.  Cet  important  ré- 
sultat n  est  pas  sans  doute  ce  qu'offre  de  moins  re- 
marquable la  belle  méthode  que  nous  avons  employée 
pour  déterminer  toutes  les  inégalités  des  planètes. 
Cette  méthode,  qui  réunit  dans  une  même  analyse  les 
deux  principaux  problèmes  du  système  du  monde  ; 
a  de  plus  l'avantage  de  présenter  sous  un  même  point 
de  vue  les  différens  effets  que  produisent  dans  les 
mouvemens  de  ces  corps  leurs  attractions  mutuelles. 
On  voit  que  ces  effets,  qui,  au  premier  aspect,  parais- 
sent avoir  si  peu  d  analogie  entre  eux,  se  bornent  à 
faire  varier  par  degrés  insensibles  les  arbitraires  da 
mouvement;  de  sorte  qu'en  introduisant  ces  arbi- 
traires ainsi  corrigées  dans  les  formules  du  mouvement 
qui  aurait  lieu,  abstraction  faite  des  forces  perturba- 
trices, on  aura  celles  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé,  et  Ton  pourra  déterminer  ainsi ,  de  la  ma- 
nière la  plus  simple ,  la  valeur  des  variables  qui  doi- 
vent fixer  à  chaque  instant  la  situation  du  corps  que 
l'on  considère.  Nous  ne  craignons  pas  de  l'affirmer,  cet 
ingénieux  procédé  d'analyse ,  par  sa  généralité  et  par 
la  clarté  nouvelle  qu'il  répand  sur  toutes  les  parties 
de  la  mécanique  céleste ,  est  la  plus  belle  conception 
dont  se  soit  enrichie  la  théorie  du  système  du  monde, 
depuis  les  immortelles  découvertes  de  Newton.  Le 
grand  géomètre  nous  avait  montré  quelles  sont  les 


j 
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forcesprincipales  qui  donnent  le  mouvementaux  diffé- 
rens  corps  du  système  solaire  ;  Lagrange  nous  a  appris 
à  calculer  l'effet  plus  compliqué  des  forces  perturba-^ 
trices,  et  peut  être  il  a  posé  la  limite  où  devait  s  arrê- 
ter l'esprit  humain  dans  ces  sublimes  recherches. 

9.  On  peut  donner  aux  formules  (P)  différentes 
formes  ep  substituant  aux  constantes  h,  ly  k,  g,  et, 
y,  de  nouvelles  arbitraires,  et  en  exprimant  leurs 
difierentielles  au  moyen  des  différences  partielles  dé 
la  fonction  V^  prises  par  rapport  à  ces  mêmes  quanti- 
tés. Remarquons  d'abord  que  g  désigne  dans  ces 
formules,  langle  compris  à  l'origine  du  mouvement 
entre  les  intersections  du  plan  principal  de  projection 
avec  le  plan  fixe  et  avec  le  plan  qui  contient  les  deux 
premiers  axes  principaux  du  corps;  dg  est  donc  l'ac- 
croissement de  cet  angle  pendant  l'instant  dt;  mais 
l'intersection  du  plan  principal  de  projection  avec  le 
plan  fixe  est  mobile ,  et  dos  y .  dx  exprime  son  m<5u- 
Tement  pendant  l'instant  dt  projeté  sur  le  premier 
de  ces  plans.  En  désignant  donc  par  œ  la  longitude 
de  Fintersection  de  l'équateur  du  corps  avec  le  plan 
principal  de  projection ,  cette  longitude  étant  comptée 
sur  ce  dernier  plan  à  partir  d'une  ligne  fixe,  on  aura 

d«  =  ^  —  cos  y  .  dx. 

En  considérant  d'ailleurs  Y  comme  fonction  des  ar- 
bitraires ûi  et  0t ,.  on.  trouve 

dV        dV     dV        /rfV\  dV 

Les  trois  dernières  formules  (P)  deviendront ,  ainsi 
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«        f  f 


En  joignant  ces  expressions  aux  ti^ùii  prettiières  écjua- 
<îons  (P) ,  les  variations  dé  toutes  les  arbitraires  se 
trouveront  exprimées  par  des  formules  qui  ne  con* 
tiennent  qu^un  seul  terme ,  ce  qui  contribue  à  les 
simplifier.  Si  le  corps  tournait  rigoureusement  autour 
de  son  troisième  axe  principal ,  le  plan  principal  de 
J)rojectîon  coïnciderait  avec  son  équateur;  les  deut 
dernières  formules  préce'derites  suffiraient  donc  pour 
déterminer  dans  ce  cas  les  mouveixiehs  dé  6e  plan. 
C'est  ce  qui  a  lieu  ^  comme  on  lé  verra,  relativement 
à  la  Terre. 

Enfin,  si  Ton  suppose 

p  =  tang  y  .%md^     qzss  tang:  •  coft  en, 

on  trouvera  ' 

rfV_     dv     -     dv 

J    '  dy sxtkA     dV    ,     i»ffMj  .jffVî 

et  par  suite 


dy        cos*y*   dp         cos'j^*   dq* 


*  •{'  J 


'  k.cos^y    dp  '. 

formules  qu'il  e^t  ^atvantageux  de  3ubstittter  aux  deux 
deraières  équations  (Q) ,  lorsque  y  est  un  très  petit 
angle. 
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10.  Il  nous  suffira  maintenant  de  déyelopper  cha* 
;uue  des  formules  (P)^  pour  en  voir  résulter  tous  les 
)héDomènesque  cause,  dans  le  mouvement  de  rotation 
les  planètes ,  Faction  des  forces  perturbatrices  ;  mais 
9omme  la  situation  initiale  du  corps,  sa  Ggure  et^es 
limensions  ont  sur  ce  mouvetrient  la  plus  grande 
pfluence ,  il  serait  inutile  d'examiner  d'une  manière 
[énérale  ces  forn>ules),  comme  nous  Tavons  fait  danft 
e  proHème  de  ïa  translation  des  corps  célestes /et 
bous  déterminerons  séparément  les  inégalités  dil 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre  et  de  la  Luné, 
[oi  sont  les  seules  planètes  pour  lesquelles  l'élat 
le  TÀstronomie  ait  permis  jusqu'ici  de  comparer 
^r  ce  point  la  théorie  à  l'observation.  Cependant > 
|armi  leg  arbitraires  du  mouvement  de  rotation ,  il 
en  est  une  dont  la  variation  donne  lieu  à  des  remar-^ 

es  importances  ;  c'est  celle  qui  entre  dans  l'équa-*- 
ion  des  forces  :  vives  nous  allons  par  cette  raison 
li  considérer  ici  en  particulier. 

La  première  des  formules  (P)  donne  ^  pour  détei^* 
tuiner  la  variation  de  la  constante  h ,  Tëquâtion 

dh  =  2  •  -Tj  •  dt. 

On  peut  faire  prendre  k  cette  expression  une  4uf:^ 
forme.  En  effet,  /  étant  la  constante  qui  est  joiiite  au 
temps  t  dans  les  expressions  finies  des  variables  Ç,  ^^ 
'j  il  est  clair  que  si  l'on  regarde  V  comme  une 
fonction  donnée  de  ces  variables .  on  aura 

»         •  J  V  ■  >  ■  . 

^^_'dfV _dV    d(p      dV     d^       dV  cf& 
dl~  dt~  d^*  di  '*'  cAJ/  •  di  ■*"  <W '</*^ 


n 


/ 


,91  THÉORIE  ANALYTIQUE 

par  conséquent 

ou  bien  simplement 

en  désignant  par  la  caractéristique  d'^  la  différentielle 
fie  V  prise  en  y  faisant  varier  le  temps  t  intro- 
duit par  la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées 
(p,  4^  ^  ^^  corps  dont  on  considère  la  rotation ,  et 
en  regardant  comme  constant  celui  que  cette  fonc- 
tion peut  contenir  à  raison  du  mouvement  des  astres 
attirans. 

On  doit  observer  d'abord  que  cette,  formule  peut 
s'obtenir  directement  et  indépendamment  de  celles 
qui  déterminent  les  variations  des  autres  constantes; 
elle  résulte  immédiatement ,  en  effets  de  la  qua- 
trième des  équations  {d)y  différenciée  par  rapport  aux 
^ariablQs  et  aux  constantes  qu'elle  renferme^  pour 
avoir  :  égard  aux  forces  perturbatrices,  en  observant 
qu'on  a ,  n**  4  ^ 

hpdp  T+-  ^qdq  +  Crdr  =  d'\. 

La  même  remarque  s'applique  au  mouvement  de 
translation,  et  en  général  au  mouvement  d*iin  sys- 
tème de  corps ,  quelle  que  soit  leur  liaisop  entre  eux» 
puisque  l'équation  des  forces  vives  a  lieu  dans  foute 
espèce  de  système  qui  n'est  sollicité  que  par  Tactiôn 
mutuelle  de  ses  différentes  parties  et  par  des /^rces  di- 
rigées vers  de3  centres  fixes.  I^Ous  allons'  ihmntenant 
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démontrer  une  propriété  importante  qui  résulte  de 
la  formule  (k),  et  qui  consiste  en  ce  que  la  constante 
A,  devenue  variable  par  l'action  des  forces  perturba- 
trices ^  ne  peut  contenir  le  temps  t  que  sous  la  forme 
périodique,  lorsque  la  fonction  perturbatrice  V  ne  le 
contient  que  sous  cette  forme. 

En  eflfet  >  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices,  ce  qui  permet  de 
regarder  comme  constantes  les  arbitraires  qui  entrent 
dans  V,  si  cette  fonction  ne  contient  le  temps  que 
sous  les  signes  sinus  ou  cosinus,  il  est  clair  que 
la  différenciation  relative  à  t  fera  disparaître  tous  les 
termes  indépendans  du  temps ,  ou  qui  le  contien- 
draient simplement  à  raison  du  mouvement  des  astres 
attirans  j  et  par  conséquent ,  l'intégration  ne  pourra 
donner,  dans  la  valeur  de  h ,  aucun  terme  non  pé- 
riodique ou  de  la  forme  N^  qui  croisse  avec  le 
temps  t. 

Il  existe  cependant  une  circonstance  où  ce  résul*- 
tat  cesserait  d'avoir  Keu  et  qu'il  est  important  d*exa^ 
miner,  parce  que  le  système  planétaire  en  offre  un 
exemple. .  Pour  cela ,  supposons  la  fonction  V  déve- 
loppée en  série  dont  les  différens  termes  soient  de 
cette  forme 


nJ'""  {int'^i'nU+K)i 


H  et  K  étant  des  fonctions  des  arbitraires  h,  k^  etc.  • 
l'angle  nt  étant  le  moyen  mouvement  de  rotation  du 
sphéroïde  autour  de  son  centre  de  gravité  et  l'angle 
nU  le  moyen  mouvement  de  l'astre  attirant^  i  et  i'  dés 
ToHE  IL  i3 
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nombres  entierâ.  quelconques.  Il  est  aisé  de  voir  qne 
ce  terme  produira^  dans  dh^  le  suivant 


aH  .  in .  .    {int  —  i'n't  +  K)  j 


et  en  Tintégrant ,  il  en  résultera  un  terme  périodicpie 
dans  hydi  moins  que  l'on  n'ait  int^^  i'n't:=^Oy  ce 
qui  exige  que  les  coefficiens  n  et  n'  soient  commen- 
surables  entre  eux.  Or,  ce  cas  particulier  a  lieu  dans 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune,  altéré  par 
Faction  de  la  Terre.  Le  moyen  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Lune  est  exactement  égal  à  son  moyen 
mouvement  de  révolution  autour  de  la  Terre ,  et  ce 
rapport  singulier  produit,  comme  on  le  verra,  le 
phénomène  de  sa  libration. 

1 1  •  Démontrons  que  le  résultat  précédent  subsiste 
encore  dans  la  seconde  approximation  y  où  l'on  tient 
compte  des  termes  dépendans  du  carré  des  forces  per' 
.turbatrices.  En  effet,  pour  avoir  égard  à  ces  termes, 
.il  faut  à  la  jdace  des  constantes  h^  k,  l,  g  y  y,  ce, 
substituer  ces  arbitraires  augmentées  de  leurs  varia- 
tions déterminées  par  l'intégration  des  formules  (F)r 
.pu  aura  ainsi 

^^=  25-^^+  T/  •^^+ 15-'*+  -dè^g+  ^•^+  :5i-^^' 

et ,  en  ne  considérant  que  les  termes  de  l'ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices , 

'  dh=2.(r.j'y. 

Substituons  daius  l'expression:  précédente  de  J'Y  y  poui 
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i'h ,  H,  ^k ,  etc.  f  leurs  valeurs ,  on  auva 

•    ksmy    \ayj    dg       •  .    dgj    d^       J 

Pour  avoir  la  différentielle  ^'.cTV,  il  faut  diflféreja- 
cier  cette  expression  par  rapport  au  temps  t  contenu 
dans  les  valeurs  de  ^  +  ^^^  4"  "4*  ^4  y  A  +  «Tfl, 
c'est-à-dire  qu'il  faut ,  i®.  différencier  totalement  le8 
quantités  renfermées  sous  les  signes  intégrales,  ce  qui 
revient  à  effacer  les  signes  y^  et  alors  cette  expression 
seréduità  zéro  ;  tl*.  différencier  seulement  par  rapport 
au  temps  t  contenu  dans  les  valeurç  des  variables 
9,  4"^  0,  les  quantités  hors  du  signe/.  L'expression 
de  SN  est  composée  de  termes  de  la  forme 

A  et  B  pouvant ,  par  rbypoAèse ,  se  développer  e^ 

une  suite  de  termes  de  la  forme  B      .  (it  +ft  +  K) , 

dans  lesquels  H,  i,  K  sont  des  fonctions  des  cous-- 
tantes  h,  k^  l,  etc. ,  et  Ji  des  angles  qui  provîiern*- 
nent  des  mouveznens  des  astres  attîrans.  Soit  donc 
H. ces  (J^t  '^mt'^  K)  un  terme  quelconque  de  A,  et 
soit  1i^CQa{/t  '^fM-\-K^le  terme  correspondant  de 
B  qui  a  le  même  aa*gumeiit,  il  &udra  que  l'on  com^ 
bine  ensemble  ces  deux  termes  pour  avoir  dans 
d' .{A.JBdt'^B.fkd^  des  quantités  non  périodiques. 

i5.. 
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Or ,  on  trouve  ainsi 

(/.(A./Brf/— B./AdO  = 

—  «n(/^^-ll^/+K').8in(/^+OT<+K)], 

quantité  qui  se  réduit  à  zéro. 

U  suit  de  là ,  par  conséquent  y  que  si  Texpression 
de  V  est  périodique ,  la  valeur  de  S^h  ne  contiendra 
que  des  termes  semblables^  du  moins  tant  quon 
n'aura  égard ^  dans  les  approximations^  qu'aux  pre- 
mières et  secondes  puissances  des  forces  pertur- 
batrices. 

On  voit  que  le  résultat  auquel  nous  sommes  par- 
venus dans  le  chapitre  VIII,  livre  11^  sur  l'invariabilité 
des  grands  axes  des  orbites  planétaires,  n'était  qu  un 
cas  particulier  d'une  propriété  générale  dont  jouit  la 
variation  de  la  constante  arbitraire  qui  entre  dansTe- 
quation  des  forces  vives. 

Dans  le  mouvement  de  rotation ,  h  représente  la 
force  vive  du  corps  en  mouvement,  et  l'on  a 

Les  trois  quantités  p^  q  y  r^  sont  les  vitesses  de  ro- 
tation du  corps  autour- des  trois  axes  principaux  qm 
se  croisent  à  son  centre  de  gravité,  en  sorte  que  si 
ïon  nomme  /  la  vitesse  du  corps  autour  de  son  axe 
instantané  de  rotation  et  « ,  6,  c  tes  angles. qu'il  forme 
avec  les  trois  premiers  axes ,  on;  a 
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réqnatioa  des  forces  vives  deviendra  donc  aipsi 

p*.(A  ces'  fl  +  B cos*  ô  +  C cos*  c) c=  h. 


Le  second  membre  de  cette  équation  ne  contenant 
aucun  terme  croissant,  comme  le  temps  t^  le  premier 
ne  peut  renfermer  non  plus  aucun  terme  pareil  y  et 
comme  tous  les  termes  du  premier  membre  sont  de 
même  signe,  il  s'ensuit  que  chacun  d'eux  n'est 
composé  que  de  termes  périodiques. 

On  peut  conclure  de  là  que  la  vitesse  dq  rotation 
et  la  position  de  Taxe  '  instantané  ne  sauraîeiit  être 
affectées  d'aucune  inégalité  croissant  comme  le  terajis , 
et  que  l'action  des  forces  perturbatrices  ne  peut  y 
causer  que  des  altérations  alternatives  dont  la  période 
dépendant  du  mouvement  du  sphéroïde  autour  de  son 
centre  de  gravité,  ou  de  celui  des  autres  attiîrans  dans 
leur  orbite,  sera  toujours  assez  courte. 

Il  faut  remarquer  ici  que  nous  n'avons  pas  e» 
égard,  dans  la  valeur  de  V,  aux  termes  qui  provien- 
nent de  la  variation  des  élémens  des  opbites  des  astres 
altiransj  il  faut  Jonc  restreindre ,  en  ce  sens,  la  géné- 
ralité des  résultats  précédens.        ' 

Après  ces  résultats  généraux,  applicables  à  tous  les 
corps  du  système  solaire,  nous  allons  examiner  en 
particulier  les  mouvemens  de  rotitîon  de  la  Terre  et 
de  la  Lune.  On  verra  qu*ils  présentent  tous  deux  des 
phénomènes  extrêmement  împorlans  qui,  quoique 
très  differens,  peuvent  se  déduire  directement  des 
formules  que  nous  venons  de  développer. 


ig8  TOËOIUE  AVlLTTfQUE 


CHAPITRE  II. 


Du  mou^ment  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de 

grawté. 

.12.  Hipparque  parait  être  le  premier,  parmi  les  as- 
tronomes^ qui  ait  remarqué  que  les  étoiles  ne  sont  pas 
fixes  p  relativement  à  nous  ^  et  que  leur  position  rap- 
portée au  plan  de  l'équateur  varie  dans  les  différens 
3iècles«  En  comparant  ses  propres  observations  à  celles 
de  Tymocharis,  faites  1 55  ans  auparavant,  il  s'aperçut 
que,  dans  ce  mouvement,  leur  hauteur  au-dessus  du 
plan  de  l'écliptique  restait  la  même,  en  sorte  que 
leurs  latitudes  n'étaient  point  altérées,  tandis  que  leurs 
longitudes,  rapportées  à  l'équinoxe,  augmentaient 
chaque  année  d'une  quantité  à  peii  près  constante 
pour  toutes  les  étoiles.  Il  conclut  de  là  que  la  sphère 
.  céleste  a  un  mouvement  autour  des  p61es  de  l'éclipti* 
que,  d'où  résultent  les  changemens  observés  dans  les 
ascensions  droites  et  les  déclinaisons,  des  étoiles  ^  et 
l'invariabilité  de  leurs  distances  à  ce  plan,  comme 
l'observation  l'indique.  Copernic,  occupé  toute  sa  vie 
k  substituer  aux  mouvemens  apparens  des  astres  > 
leurs  mouvemens  réels  et  à  redres^r  des  erreurs  nées 
des  illusions  de  nos  sens  et  d'un  sentiment  exa- 
géré de  notre  importance,  reconnut  que  les  mêmes. 
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phéoomèmes  pouvaient  s'expliquer  ^n  supposant 
aux  pôles  de  la  Teire  un  mouvement  circulaire 
de  rotation  autour  des  pôles  de  récliptique.  Pen- 
dant ce  iiK>uyemeni9  l'indinaison  de  l'équateur  à 
lediptique  reste  la  même,  mais  ses.' nœuds,  ou  les 
équjnoxes,  rétrogradent  uniformément  de  5o"  envi- 
ron par  an,  d'où  résulte  par  conséquent  un  accroisr 
sèment  égal  des  longitudes  des  étoiles  rapportées  â 
ces  points.  G  est  en  cela  que  consiste  le  phénomène 
désigné  sous  mom  de  la  précessîon  des  éqidnoxes, 

L'Jbypothèse  de  Copernic  suffirait  donc  pour  expli- 
quer de  la  manière  la  plus  simple,  les  variations  bb? 
seryées  par  Hipparquç  dans  la  position  des  étoiles , 
et  confînnées  par  tous  les  astronomes  qui  sont  renuis 
après  lui.  Mais  les  rapides  progrès  de  l'Âstronoixii^ 
depuis  l'invention  des  lunettes  firent  bientôt  décou- 
vrir de  nouveaux  {^énomènes  dans  jees  variations;  il 
fallut,  pour  les  expliquer,  supposer  divers  mouvc- 
mens^à  Taxe  de  la  Terre,  et  c'est  ainsi  que  Bradle^^ 
fut  conduit  à  la  connaissance  de  leurs  véritaMeé 
lois,  •       i 

Ce  igrand  astronome,  par  la  précision  de  ses  obser^' 
valions,  reconnut  dans  la  position  des  étoiles  une  va-' 
riatioo  aiwuellè  qu'il  suivit  pendant  une  période  de 
dix-lniit  années ,  après  laquelle  elles  lui  semblèrent 
revenir  à  la  même  position.  La  coïncidence  de  cette' 
période  avec  celle  du  mouvement  des  nœuds  de  la> 
Lune  lui  fit  penser  que.  l'axe  de  la  Terre  avait,» 
par  rapport  aux  étoiles,  un  mouvement  périodique' 
dépendant  de  la  longitude  de  ces  nœuds  ;  et  pour 
représenter  en  conséquence  le  vrai  mouvement  de  » 
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Taxe  terrestre,  il:  suppose  .que  rextremité  de  cet  axe 
prolongé  jusqu'au  ciel,  se  meut  sur  la  circonfé- 
rence d*une  petite  ellipse  tangente  à  la  sphère  cé- 
leste ,  et  dont  le  centre^  qu  on  peut  regarder  comme 
le  lieu  moyen  du  pôle  de  l'équateur ,  est  situé  sur  un 
petit  cercle  de  la  sphère  parallèle  à  récliptique , 
et  décrit  annuellement  d'un  mouvement  uniforme 
lin  arc  de  65"  siir  ce  cercle.  L'obsei^vation  fait  con^ 
iialtre  les  dimensions  de  cette  ellipse ,  et  les  lois  da 
mouvemêxit  du  'pôle  sur  sa  circonférence ,  d'où  ré- 
sulte dans  l'axe  terrestre  cette  espèce  de  balancement 
qu'on  a  nommée  sa  nutation. 
,  Ainsi ,  l'observation  devança ,  s^r  ce  point ,  la  théo* 
rie,  et  tous  les  phénomènes  qui  dépendent  des  dépla- 
cemens  de  Taxe  delà  Terre  étaient  parfaitement  con- 
nus avant  qu'on  eut  tenté  d'en  approfondir  les  causes. 
Kepler  avait  avoué  l'inutilité  de  ses^rechercfaes  à  cet 
égard,  et  c'est  à  Newton  qu'il  était  réservé  de  nous 
montrer  comment  ils  se  lient,  par  la  loi  de  la  pesan* 
teur  universelle,  aux  autres  phénomènes  du  mouve- 
ment des  corps  célestes,  avec  lesquels,  jusque  là,  ils  j 
ne  semblaient  avoir  aucun  rapport.  U  fît  plus,  il 
essaya  d'en  déterminer  les  lois  par  là  théorie.  Consi- 
dérant la  Terre  comme  un  sphéroïde  renflé  à  son 
équateur,  il  la  suppose  composée  d'une  sphère  dont  le 
diamètre  est  l'axe  des  pôles ,  et  de  l'excès  du  sphéroïde 
terrestre  sur  celte  sphère  disposé  sous  la  forme  d'an 
anneau  autour  de  son  équateur.  Il  regarde  ensuite 
chaque  molécule  de  cet  anneau  comme  un  astre  adhé* 
reut  à  la  Terre  et  qui  fait  sa  révolution  autour  d'elle 
QQ  vingt-K{uatre  heures,  et  de  là  il  conclut  que  Tac*- 
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tien  du  Soleil  sur  chacun  de  ces  astres^  et  par  con* 
séquent  sur  l'anneau  entier  y  devait  produire  le  même 
effet  que  celui  qu^il  produit  sur  la  Lune  ^  et  faire  ré* 
trograder  Jes  nœuds  de  son  orbite  sur  le  plan  de  l'é- 
diptique.  Le  mouvement  rétrograde  se  communique 
à  la  Terre  entière  ^  à  cause  de  l'adhérence  de  l'anneau 
à  la  sphère  qu'il  entoure^  et  il  s'ensuit  que  Tintersec- 
tioQ  de  l'équateur  terrestre  et  de  l'écliptique ,  ou  la 
ligne  des  équinoxes^  doit  avoir^  par  l'action  du  Soleil^ 
un  mouvemeat  rétrograde  comme  les  observations 
l'indiquent;  mais,  quelque  ingénieux  que  soit  cet 
aperçu^  il  y  avait  encore  loin  de  là  à  une  théorie  ap- 
profondie et  complète  des  lois  du  mouvement  de  l'axe 
terrestre.  Newton  lui-même  se  trompa  en  voulanï 
les  en  déduire  pai*  des  considérations  purement  ra- 
tionnelles^ et  l'anal jse  9  ce  puissant  auxiliaire  de 
l'esprit  humain^  pouvait  seule  montrer, dans  cette  ques-^ 
tion  dâicate^  l'accord  parfait  de  la  théorie  et  de  l'ob* 
seryation  ;  mais  il  fallait  auparavant  en  reculer  les 
limites*  D'Alembert  eut  la  gloire  d'y  réussir,  et  la  so- 
lution qu'il  donna  le  premier  du  problème  de  la  pré-^ 
cession  des  équinoxes  doit  être  regai^ée  comme  une 
des  plus  beUes  conceptions  de  son  génie  inventif,  si 
Ion  considère  l'insuffisance  des  moyens  qu'oflfraiebt 
alors  pour  cet  objet  l'Analyse  et  la  Mécanique. 

D'41embert  explique  par  la  théorie  les  divers 
mouvemens  de  l'axe  terrestre,  par  rapport  aux  étoiles, 
çt  montre  que  la  nutatién  observée  par  Bradley  en 
est  une  conséquence  immédiate.  Il  détermine  le  rap- 
port exact  des  deux  axes  de  la  petite  ellipse  que  décrit 
k  pôle^  et  la   loi  de  son  mouvement. sur  son.   el- 
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lipse.  En  comparant  ensuite  ses  expressions  de  la 
nutation  et  de  la  précession  aux  observations ,  il  en 
conclut  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  du 
Soleil  ;  mais  il  observe^  en  même  temps  p  qu'il  suffi- 
rait d'un  très  petit  changement  dans  ce  rapport,  pour 
altérer  considérablement  les  lois  de  ces  phénomènes. 
Enfin 9  il  donne,  d après  les  mêmes  expressions ,  la 
loi  de  décroissement  de  densitédes  couches  de  la  Terre 
çt  détermine  son  ellipticité. 

Tels  sont  les  principaux  résultats  de  la  théorie  éta* 
blie  par  d'Alembert.  L'Analyse ,  en  se  perfectionnant, 
a  depuis  permis  de  la  présenter  d'une  manière  plus 
sîmfde  et  de  l'étendre  à  des  points  qui  n'avaient  point 
été  abordés  par  ce  géomètre. 

Le  premier  de  tous  ^  par  son  importance ,  est  la  dé- 
terminatîon  des  mouvemens  de  l'axe  instantané  de  ro^ 
tation  de  la  Terre  dans  l'intérieur  du  globe.  Cette  ques- 
tion ,  comme  il  est  aisé  de  le  concevoir ,  est  pour  ]e 
moins  aussi  intéressante  pour  nous  que  celle  qui  a 
pour  but  de  déterminer  les  mouvemens  de  cet  axe,  par 
rapport  aux  étoiles ,  la  seule  dont  d'Alembert  se  soit 
occupé.  En  effet,  si  l'axe  de  rotation  variait  dans  l'inté- 
rieur de  la  Terre,  chacun  de  ces  mouvemens  déplace- 
rait son  équateur,  et  toutes  les  latitudes  géographiques 
en  seraient,  à  la  longue,  sensiblement  altérées  ;  il  J  a 
plus,  les  mers,  troublées  daod  leur  équilibre^  sui- 
vraient les  mouvemens  de  l'équateur ,  et  descendant 
vei*s  la  partie  de.  la  TeiTe  qui  s'est  abaissée  souselles^ 
laisseraient  dans^  la  partie  opposée  de  nouvelles  ré- 
gions h  découvert.  Les  observations,  il  est  vrai; 
montrent  bien  que  l'axe  terrestre  n'est  soumis  à  au* 
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cnne  variation  sensible  dans  l'intervalle  d'un  jour  et 
même  de  plusieurs  années  ;  mais  s'il  était  sujet  à 
quelque  inégalité  à  longue  période  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  nommées  inégalités  séculaires,  les  ob- 
servations astronomiques,  qui  ne  comprennent  encore 
qu'un  assez  court  intervalle  de  temps ,  ne  suffiraient 
pas  pour  rassurer  sur  les  conséquences  de  ces  varia- 
tions ,  et  ne  sauraient  rien  nous  apprendre  sur  leur 
marche.  C'est  donc  à  la  théorie  seule  qu'il  était  ré-* 
serve  d'éclairer  cette  grande  question ,  et  M.  Poisson 
est  le  premier  qui  l'ait  traitée  avec  tout  le  soin  que 
son  importance  exigeait. 

Il  a  montré ,  par  une  savante  analyse ,  que  l'action 
du  Soleil  et  de  la  Lune  n'introduisait  dans  l'expres- 
sion des  variables  qui  fixent  la  position  de  l'axe  ter-* 
restre  dans  l'intérieur  du  globe ,  aucune  inégalité  à 
longue  période  que  la  suite  des  siècles  puisse  ren- 
dre sensible ,  même  lorsqu'on  a  égard  à  la  seconde 
puissance  des  forces  perturbatrices.  Il  en  est  de  même 
de  l'expre^ion  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre 
autour  de  cet  axe.  Il  en  résulte  que  cette  vitesse  est 
constante ,  et  que  les  piMes  de  rotation  et  l'équateur 
terrestre  sont  inaltérables  à  la  surface  'de  la  Terre. 

Nous  confirmerons ,  d'une  manière  nouvelle ,  ces 
deux  résultats  importaiîs  ;  nous  examinerons  ensuite 
les  mouvemens  de  Taxe  terrestre  par  rap'port  aux 
étoiles,  et  nous  déduirons  des  formules  exposées  dans 
le  chapitre  précédent ,  les  équations  très  simples  d'où 
dépendent  les  lois  de  sa  nutation  et  de  la  précession 
des  équinoxes. 

La  durée  de  l'année ,  qui  se  mesure  par  le  retour 
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du  Soleil  au  même  équinoxe  ou  au  même  tropique, 
serait  constante  si  le  mouvement  des  équinoxes  e'iait 
uniforme,  mais  ses  inégalités  doivent  le  faire  varier 
dans  les  différens  siècles.  Cette  longueur  est  plus 
courte  lorsque  le  mouvement  s'accélère  ;  c'est  ce  qui 
arrive  actuellement ,  el  la  durée  de  Tannée  tropique 
est  de  nos  jours  moindre  d'environ  lo"  qu'au  temps 
d'Hipparque.  La  même  cause ,  jointe  aux  variations 
de  l'obliquité  de  Técliplique  et  de  la  précession  des 
équinoxes,  introduit  des  inégalités  dans  la  durée 
du  jour  moyen  solaire,  et  leur  détermination  serait 
importante  si  elles  pouvaient  devenir  sensibles,  parce 
que  toutes  les  tables  astronomiques  étant  calculées 
dans  rhypothèse  d'un  jour  moyen  constant ,  les  lon- 
gitudes et  les  latitudes  qu'on  en  déduirait  ne  s'ac- 
corderaient bientôt  plus  avec  celles  qui  résultent  de 
l'observation  directe.  Il  était  donc  important  de  s'as- 
surer par  la  théorie  de  l'invariabilité  du  jour  moyen 
solaire,  et  nous  verrons,  en  effet,  que  ces  inégalités 
ne  s'élevant  pas  à  quelques  secondes  en  plusieurs 
millions  de  siî'cles,  leur  considération  esta  peu  près 
inutile  aux  astronomes. 

Enfin,  pour  compléter  l'exposition  analytique  des 
phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation ,  nous 
réduirons  en  nombres  les  formules  qui  les  déter- 
fninent ,  en  employant  les  données  les  plus  exactes 
q  ue  nous  ayons  sur  les  masses  des  planètes ,  et  nous 
les  comparerons  ensuite  à  quelques  observations 
anciennes,  qui ,  par  leur  accord  avec  les  résultats  de 
c  es  formules  ,  montreront  la  précision  de  la  théorie. 

Les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
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tion  dépendant  de  la  figure  et  de  la  constitution  du 
sphéroïde  terrestre,  il  en  résulte  qu'on  peut,  au 
moyen  de  l'observation  de  ces  phénomènes ,  établir 
le  rapport  qui  doit  exister  entre  les  lois  de  la  den- 
sité et  de  Tellipticité  des  couches  de  la  Terre.  On 
verra  que  Fellipticité  qui  en  résulte  s'accorde  très 
bien  avec  celle  qu'on  a  conclue  des  observations  du 
pendule  à  différentes  latitudes  et  des  autres  phéno- 
mènes qui  en  dépendent.  Les  lois  de  la  précession  in- 
diquent de|plus  une  diminution  dans  la  densité  des 
couches  du  sphéroïde  terrestre  ,  en  allant  du  centre 
à  la  surface  ;  résultat  qui  s'accorde  avec  les  expé- 
riences de  Cavendish ,  sur  l'attraction  des  montagnes, 
et  avec  les  principes  de  l'hydrostatique  qui  exigent 
que  si  la  Terre  est  supposée  avoir  été  originairement 
fluide,  les  parties  les  plus  denses  soient  en  même 
temps  les  plus  rapprochées  de  son  centre.  L'admirable 
concordance  de  tous  ces  phénomènes  si  étrangers  Tun 
à  l'autre ,  montre  évidemment  qu'ils  ont  tous  pour 
principe  la  même  cause,  et  l'on  doit  la  regarder  comme 
la  preuve  la  plus  ixTécusable  de  la  loi  de  la  pesanteur 
universelle. 

i3.  Pour  traiter  dans  toute  sa  généralité  la  question 
du  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité ,  nous  supposerons  d'abord  qu'aucune  force  accé- 
lératrice ne  trouble  le  mouvement  de  rotation  résul- 
tant de  l'impulsion  primitive  qu'elle  a  reçue,  et  nous 
verrons  quelles  ont  dû  être ,  dans  ce  cas ,  les  cir- 
constances initiales  du  mouvement,  pour  que  les  ré- 
sultats de  la  théorie  s'accordent  avec  les  phénomènes 
observés.  Nous  considérerons  ensuite  l'action  pertur- 
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batrice  du  Soleil  et  de  la  Lune  y  et  nous  détermine-* 
rons  les  altérations  qu'elle  doit  produire  dans  les 
mouvemens  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre ,  soît 
dans  l'Intérieur  du  sphéroïde,  soit  relativement  aax 
étoiles. 

Les  intégrales  (J),  n®  5,  s'appliquent  évidemment 
au  cas  que  nous  allons  considérer,  et  les  résultats  qui 
s'y  rapportent  pourraient  s'en  tirer  directement;  maïs 
il  est  plus  simple  de  les  déduire  des  équations  diffé* 
rentielles  dont  ces  intégrales  dérivent.  Reprenons 
donc  les  trois  équations  (A)  ;  en  faisant  abstraction 
des  forces  perturbatrices,  c'est-à-dire  en  regardant 
comme  nuls  leurs  seconds  membres,  on  aura 


A^/? -4-(C— B).yr.rfi^  =  o,  ) 
'Rd(ji  +  lPL—C).rp.dt  =  o,    \     (î 
Qdr+{R^k).pq.dt^o.    î 


a) 


L'axe  instantané  de  rotation  de  la  Terre  s'éloîgnant 
toujours  très  peu  de  son  troisième  axe  principal, 
comme  les  observations  l'indiquent ,  p  etq  sont  de 
très  petites  quantités  dont  on  peut,  sans  erreur  sen^ 
sible,  négliger  le  produit  dans  la  dernière  des  équa- 
tions précédentes  ,  ce  qui  d'ailleurs  est  d'autant  plus 
permis ,  que  la  figure  de  la  Terre  étant  à  très  peu 
près  celle  d'un  sphéroïde  de  révolution,  la  différence 
B  —  A  des  deux  momens  d'inertie  B  et  A  est  aussi 
une  fort  petite  quantité.  Cette  équation  se  réduit 
ainsi  à  dr=:  6,  d'où  l'on  tire  r:=zn,  n  étant  une 
constante  qui  représente  la  vitesse  moyenne  angu- 
laire de  rotation  de  la  Terre  aiitour  de  son  troisième 
axe  principal.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  les 
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deux  premières  équations  (a)  ^  on  aura 

kdp+{C — B).n^.dt=Of    Bdq-^ÇA — C).np.dt=o, 

On  satisfait  à  ces  deux  équations,  n**  34 »  livre  I",  en 
prenant 

p  =  K.sin  (nV  +  é)  ^     9  =  iK.cos{n't  +  0  > 

K  et  €  étant  deux  constantes  arbitraires ,  et  n!  et  i 
deux  quantités  données  par  les  équations 

'^  =''V ÂB '      '  —  V  (B3:  qT.'b-  . 

Déterminons  les  mouyemens  de  Taxe  de  rotation 
dans  l'espace.  La  seconde  des  équations  (a)  du  n"*  i, 
donne 

^  =  y  sm  ç  —  /?  cos  ^. 

Si  Ton  néglige,  comme  nous  le  £dsons ,  les  quantité 
très  petites  du  second  ordre ,  par  rapport  kp  et  k  y, 
il  suffira  de  substituer  pour  ^,  dans  cette  équation, 
sa  Taleur  indépendante  de  ces  quantités.  La  première 
des  équations  (a)  dk>nne,  dans  ce  cas,  d<p:=sndt,  et 
par  conséquent  ^zssnt^  l,  l  étant  une  constante 
arbitraire.  L'équation  précédente ,  en  y  mettant  pour 
p  et  ^  leurs  valeurs ,  deviendra  donc 


^^=^^J^.sin{nt+n't+l+t)+^^^^  ; 


doù  l'on  tire,  en  intégrant, 
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I  I. 

h  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  suit  de  celte  analyse  ^  que  si  la  constante  K  avait 
une  valeur  sensible^  les  pôles  feraient  à  la  surface  de 
la  Terre  des  oscillations  d'une  étendue  arbitraire, 
dont  la  période  dépendrait  des  momens  d'inertie  du 
sphéroïde  terrestre,  et  serait,  d'après  les  données  que 
Ton  a  sur  les  valeurs  de  A ,  B ,  C ,  d'environ  deux 
années.  L^angle  0  changerait  aussi  de  valeur  durant 
cet  espace  de  temps  ;  il  aurait  de  plus  des  inégalités 
dépendantes  de  l'angle  /lï,  c'est-à-dire  qu'il  varierait 
même  dans  le  court  intervalle  d'une  journée  :  or,  les 
observations  les  plus  précises  n'ayant  jamais  fait 
apercevoir  dans  la  hauteur  du  pôle  aucune  varia- 
tion de  ce  genre ,  il  en  faut  conclure  que  K  est  insen- 
sible, et  que,  par  conséquent,  on  peut  supposer 
que  les  oscillations  de  l'axe  terrestre  qui  dépendent 
de  rétat  initial  du  mouvement  sont  depuis  long-^temps 
anéanties ,  et  qu'il  ne  subsiste  maintenant  que  celles 
qui  ont  une  cause  permanente. 

i4-  Comme  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées, 
n**  34,  livre  P',  pour ;k? et  ^,  ne  sont  qu'approchées,  il 
pourrait  rester  quelque  doute  sur  l'exactitude  du  résul- 
tat précédent  ;  mais  il  est  facile  de  la  démontrer  d'une 
manière  tout-à-fait  rigoureuse,  par  les  considérations 
suivantes.  En  intégrant  directement  les  équations 
(a),  nous  avons  obtenu,  vP  35,  livre  I",  ces  deux  in- 
tégrales , . 

hp^ -f-  B^*  H-  Cr*  =  A  ,     A>*  H-  "RY  +  C V  =  k\ 
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Sij  après  avoir,  maltij^é  la  première  par  C,  on  la  re- 
tranche de  la  seooyitde  ,  oa  aura. 

A.(C  — A).;>*+B.(C— B),9'»=D*,    {m) 

ea  représentant ,  pour  abréger ,  par  D*  la  quantité 
constante  CA  —  A:*.  ^ 

On  voit  y  par  cette  écpiation ,  que  si^  les  valeurs  de 
;?  et  f  sont  supposées  très  petites  à  un  instant  quel- 
conque,  la  constante  dti  second  membre  sera  aussi 
très  petite^  les .  quantités /?  et  ^  demeureront  donc 
toujours. peu  considérables,  puisque  chacune  d'elle^ 
sera  moindre  que .  la  constante  D«  Par  conséquent  >  si 
ces  quantités  n'ont  que  des  valeurs  ittiappréciabks; 
comme  cela  a  Heu  à  l'^poquô  où  nous  sommes  >  <m 
peut  être  assuré  qu'elles  resteront  éternellement  iki^ 
sensibles;  on  aura ,  dans  tous  les  temps, 

D  ^  D  * 

t 

€t  Taxe  de  rolâtfion  de  la  Terre;  coïncidera  toujours  à 
très  .peu  près  avec  son:  troisième,  axe  principal.  .;  • 
Ce .  xésultat .  suppose  tous;  les  termes  da  .premier 
membre  de.  Téqûatioii  (jn)  de  -même  signe ,  ce  qui 
exige;  que  C  soit  k.  pSus  grand- ou  le  plus  petit  des 
iQomtsns.  d'inertie  relatifs  aux  axes  principamc  cpi\  'se 
croisent.au centre.^  gravité dii  corps*  C'est,  en  eilFet, 
œ  qui  a  lieu  pour  la  Terre  >  sa  ^  figure  étant  celle  d'ui^ 
sphéroïde  a|daliv^rs  ses  pôles,  Taxe  autour  duquel 
«Ik  semble- tourner,  à  très  peu  près,  est  le  ^us(pe^ 
^it  de  ses  trois  axeç  principaux:^' et  par  conséquent 
«elui  Auquel  se  iTajqpoirfe  le  plu^  grand  mconnent  d-îner- 
Tome  IL  i4 


y 
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tie«  Danô  \à  cà»  oerotnake,  on  né  pourrait  rien  con^ 
dure  de  l'équation  (m)  relietîyebittat  aax  quanthés 
V  et  .fir  ;  mais  çn  voit  ^ussi  qu!alors  les  sinus  et  co- 
sinus  que  renferment  les  valeurs  de^  et  q  se  changent 
^Pi  ,«?^pon^fttFe|lQ3j  elles  pourraient  .donû  croitre.in- 
défînîment  avec  le  temps,  et  Tëquilibre  du  globe  ter- 
ré3tr^  en  serait  ;à  la  longue  entièrement  bouleversé. 
.  ;.J>J(>upr:n'aurQq^  donc  plus  à  nous  oœu)Msr  désor- 
inaist  que  de  ^actipn  de^  forces  pertujrbatrices  sur  le 
sphiéroïde  terrestre;:  vuous/exaixiîaérons  dans  les  cha- 
pitrés sudtvans  leur  inftuence  àur  les.déplaceraensdes 
pôjes  à  là  surface  .de  .la  Terre>  sur  les  variaitions  de 
ça  vileisse  de  natation,,  jBt,çirfîaL^ur  les.mouvemens de 
fi^  ^axiçs  priuQÎfï^ux  Autour  dui  centre  de  gravité.  Ces 
différentes  qu^^tîppsc^nfef  meiit  des  r^ukats  extrê- 
mement impor^ans  pOur  la  théorie  du  système  du 
monde.  Des  deux  premières  dépendent  la  permanence 
des  latitudes  géographiques  ;  l'invariabilité  du  jour 
sidéral ,  cette  donnée  si  précieuse  pour  tous  les  cal- 
éùis  astronomiques; /enfin ^:  la*  stabilité  même  de 
Tuniver^i  La  dernière  .  compErend  tous  les  •  phéno- 
mènes ^relittifs  aux  moavemeosc  4e  :réq[iiateiir,  par 
rapport, aux  étoilè^r,  (Test-^i-dirè  la  précessioti  des 
éc|uih03i?s  et  la'  nutation  ,de  F^e  de  rOtatîonu^  ^ 
Terïîç.  On  verra  'la^solutioai: 'de; :ces  questions iq^ 
avait  fixi^Jjisqu^'icL tous. les: efforts: de  l'analyse  la 
plus  cûtmpliqûe&v  résuLtei;  dela.mànière  la  plus  simi^e 
icfeila  plus  ^complète  d^/fôrmuiesigériérales  que  nous 
-avons  i^ vélopp^erd^tts  \^  chapitre  |yrëcédeht  ;  ces  i^" 
3aaulps^;(Himnxf  toDi^srliavonfiÊ  dit^ns^â^pliqueât  égale** 
ineni  arv)(nionveniej^t;dq  U  Lu«][e;  troublé iparlW 
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lion  de  la  Terre  ;  mais  les  conséquences  que  nous 
allons  en  tirfer  ne  doivent  pas  Vëtendre  à  cet  astre ,  à 
cause  du  rapport  commensurable  qui  existe  entre  le 
moyen  mouvement  de  r(^Udn  dé  la  Lune  et  le 
moyen  mouvement  du  centre  de  la  force  pertur- 
batrice. 
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CHAPITRE  IV 


Déplacement  des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre  et 
variation  de  la  vitesse  de  rotation. 

i5.  Nous  supposerons  9  dans  ce  qui  ya  suivre ,  que 
sans  Faction  du  Soleil  et  de  la  Lune ,  la  Terre  tourne^ 
rait  rigoureusement  autour  tjle  son  troisième  axe  prin^ 
cipal,  en  sorte  que  les  écarts  de  Taxe  instantané  de 
rotation  ne  peuvent  être  attribués  qu^à  l'action  des 
forces  perturbatrices.  Cette  hypothèse  est  fondée  sur 
les  résultats  du  chapitre  précédent^  où  nous  avons  dé- 
montré que  les  oscillations  de  Taxe  de  rotation  de 
la  Terre^  dues  à  l'état  initial  du  |mouvemeDt,  demeu- 
reront  toujours  insensibles.  ^ 

Il  suit  de  là  que  les  quantités  pelq  sont  de  Tordre 
des    forces    perturbatrices  ,    puisque    la    fonction 

■■  .^        ^  ^zs=^  qui  exprime  le  sinus  de  l'angle  formé 

par  l'axe  instantané  avec  le  troisième  axe  principal, 
doit  être  nulle  en  même  temps  qu'elles. 

Cela  posé ,  la  troisième  équation  (C),  n®  n^  donne, 
en  l'intégrant  et  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre, 
r=:7z.  La  constante  n  exprime,  aux  quantités  près 
du  premier  ordre ,  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre, 


\ 
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car  cette  vitesse  est  égale  à  sjp^  J^q^^j^^  qui  ne  dif- 
fère de  r  qu'aux  quantités  près  du.  second  ordre. 

Les  deux  dernières  équations  (û),  n*  i ,  montrent  que 
les  différentielles'<i{9  et  d\  sont  du  même  ordre  que 
;7et  ^;  les  angles  0  et  4  sont  donc  constans  quand  on 
néglige  les  quantités  du  premier  ordrei.  Dans  ce  cas  ^ 
la  première  de  ces  trois  équations  se  réduit  à  d^^=^ndt^ 
d'où  l'on  tire  ç  =:  /ï^  -f*  £ ,  €  étant  une  constante 
arbitraire. 

Les  équations  (o),  n*  35,  livre  P%  qui  déterminent  la 
position  de  l'équateur j^  par  rapportau  plan  principal  de 
projection,  ou  au  plan  qui  serait  invariable  saus^ 
Faction  des  forces  perturbatrices,  donnent 

sîn  fl^  sin  (p^  =  —  -£ ,     sin  9,cos(p^  =—  ^  ; 
on  tire  de  là 

sm  u^  s=3  '       ^    ' — i-. 

L'angle  6^  représente  l'inclinaison  de  l'éqnateur  $ur 
le  plan  principal  de  projection  :  €et  angle  est^  comme 
on  voit,  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  on 
pourra  donc  le  supposer  nul  ^  lorsqu'on  néglige  les 
quantités  de  cet  ordre,  et  l'on  aura  alors ^  n"*  55, 
livre!", 

ee  qui  doit,  en  effet,  résulter  de  la  coïncidence  de 
Téquateur  et  du  plan  pi*incipal  de  projection. 
16.  Reprenons  maiu^enant  l'équation  (m)  à  laquelle 
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nous  sotnines  parv<eau9  n*  14^  savoir  : 

A.(A  — C).;5'-HB.(B  — C).9';^A*  — CA.   (m) 

s,  •  I 

Cette  ëquation .  étant  tme  intégrale  première  dea 
ëqusftiôû^  (a) ,  doit  encore  subsister  danos  le  cas  ou 
Yùti  a  égard  aux  forces  pertfirbatrices.  Sx  o»la  SSé" 
Fêiicië  en  y  traitante  et  .^  comme  variables  ^  on 
ànra  / 

• 

four  abréger,  Taisons  jb*  — CA=2K;  en  fBfieren- 
cîant  et  en  substituant  pour  dk  et  dh  leurs  valeurs , 
on  aura 

Si  l'on  néglige  les  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices,  et  qu'on  regarde 
y  comme  une  fonction  donnée  des  variables  ^ ,  4  ^ 
6,  il  suffira,  dans  l'équation  précédente,  de  substi- 
tuer dans  y,  qui  est  déjà  du  premier  ordre  ^  pour 
^y  ^|/,  6,  leurs  valeurs  indépendantes  dés  £barpesper-^ 
ttirbàf  rices  ;  on  pourra  donc  mettre  (p^^-^'^^SLisL^lBce 
de  ç,  et  a  et  yk  la  place  de  ^  et  deâ.  Or,  on  voit,  da- 
près  les  valeurs  de  ^^  et  de  >}^^  données  n*  55,  livre  P% 
que  la  différence  ?y— ->>|^/  est  égale  à  la  constàinte  g 
augmentée  d'une  (^rtaine  fonction  de  p,  q ,  r,  h,  ki 
et  comme  les  valeurs  dép,  y,  r  ne  renferment  aucune 
des  troisi  cofïatanfes  a^.  y,  g,  il  s^ensuit  qu'on  aurd 
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D'ailleurs ,  en  n^ligçant  Le$  .forciîs  perturbatrices  ^  oa 
af  =  /»/4*^;  f^^  Goaséqueot» 

Quant  à  la  constante  k  qui  multiplie  une  quantité 
dupremier  ordre  dans'Véquatîôii(/2),  nous  remarque- 
rons que  si  l'on  néglige  les  quantités  de  cet  ordre, 
p  et  ç  sont  nulles,  et  Ton  a  r=7ij  Téquation 
t  =  A*p*  -j-  B*^*  +  C V  donne  donc ,  dans  ce  cas , 
i=C/2.  L'équation  (/î)  deviendra,  par  la  substi- 
totion  de  ces  valeurs , 

dK^C.^.ndt  —  C.rf'V  =  o. 

Eq  observant  que  dY  désigne  la  diflTérentielle  de  V 
prise  en  ne  faisant  varier  que  le  teiïifis  Y  introduit  par 
la  substitution  de  la  valeur  de  ç ,  c^est^àniire  qa'au*- 
tant  qu'il  est  multiplié  par  la  constante  n. 

La  quantité  K  est  donc  constante ,  tant  qu'on  n'a 
égard  qu'à  la  première  puissance  des  forces  pertur- 
batrices j  voyons  maintenant  ce  que  devient  la  varia- 
tion dK  y  lorsqu'on  considère  le  carré  de  ces  forces* 
Dans  t;e  cas,, il  faut,,  dans  l'^q^atioii  (fz),  substiti^r 
Cw  +  cTA:  à  la  place  de  A;,  et  Y  +  J^V  à  la  plaqe  yde 
V,  cf A:  désigpant  une  quantité  du  premier  .ordre  .et 
(TV  une  quantité  du  second  ;  on  aura  ainsi ,  en  né- 
gligeant les  quantités  du  troisième  ordre, 

r 
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Nous  avons  trouvé ,  n*  1 1 ,  en  négligeant  les  quan- 
tités d'un  ordre  supérieur  au  second , 

Dans  les  différences  partielles  deV^  on  peut  substi- 
tuer nt'-i^éklai  place  de  ^^  et  regarder  4  ^t 0 comme 
constans;  il  faut  aussi  avoir  soin ,  en  prenant  la  diffé- 
rence partielle  de  J' V  par  rapport  sl  g^  de  ne  point 
faire  varier  la  quantité  g  introduite  par  la  substitution 
des  valeurs  de  cTA^^  cT/^  etc.  Si  l'on  différencie  de 

cette  manière  ^  et  si  1  on  observe  que  "T"  =  '^r 

aura  évidemment 


,on 


d.i^Y         d.itY         t    j,    nxr 

-T —  =  — T-  =  '.a.d\. 
ag  nat  n 

L'équation  (n),  en  remarquant  que  ^^.cT^s^-^*^) 
donnera  donc  simplement 

d'où ,  en  intégrant,  l'on  tire 


/ 


La  quantité  K  sera  donc  toujours  une  quantité  du 
second  ordre.  L'équation  (m),  en  y  substituant  cette 
valeur,  devient 

A.(A  — C).;?»H-B.(B  — C).9»=cr;t». 

Il  en  résulte  que  quelques  variations  qu'éprouvent 
dans  la  suite  des  siècles  les  valeurs  de;»  el  de  y, ces 
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quantités  resteront  toojoui's  du  même  ordre  que  «TA:, 
c  est-à-dire  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices  >  etp(ar 
conséquent  insensibles. 

Nous  avons  prouvé,  d'une  manière  générale ,  dans 
le  n**  1 1 ,  que  les  inégalités  séculaires  que  renferment 
les  valeurs  dep  etq  sont  de  l'ordre  des  forces  pertur- 
batrices; nous  voyons  ici  que  dans  le  cas  particulier 
où  l'on  considère  le  mouvement  dç  rotation  de  la 
Terre,  toutes  les  inégalités  périodiques  que  ces  quan- 
tités contiennent  sont  aussi  du  même  ordre ,  d'où  l'on 
doit  généralement  conclure  qu'elles  ne  peuvent  être 
sujettes  à  aucune  espèce  d'inégalités  qu'un  long  inter-* 
valle  de  temps  puisse  rendre  sensibles. 

17.  Nous  n'ayons,  il  est  vrai,  considéré  dans  la  va-- 
leur  de  dk  que  les  termes  dépendans  du  carré  des 
forces  perturbatrices;  mais  il  est  aisé  d'étendre  la 
même  analyse ,  et  les  conséquences  que  nous  en  avons 
tirées,  à  toutes:  les  approximations  suivantes.  En 
effet,  désignons  en  général  par  ^iV  les  termes  de  la 
valeur  de  V  qui  sont  de  l'ordre  1  +  1  ,  par.  rapport 
aux  forces  perturbatrices;  par  J'i^g  k  les  termes  du 
même  ordre  de  la  valeur  de  k,  en  sorte  qu'on 
ait 

rf.cTj^iA:  =  — ^ — ,dt. 

L  équation  (n),  en  ne  considérant  que  les  termes 
de  Tordre  «+i,  donnera 

dg 
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II  est  aise  de  prourer^  comme  nous  Farons  fait 
n^  i6^  que  Von  a  y  généralement,  quel  que  soit  i^ 

dg 

L'équation  précédente,  en  yertu  de  cette  relation; 
donaera  donc ,  en  l'intégrant  y 

On  voit  que  tous  les  termes  du  secoad  membre 
sont  de  l'ordre  f+i ,  que  par  conséquent  la  valeur 
de  K  n'augmente  pas  par  l'intégration,  et  qu'elle 
reste  toujours  du  même  ordre  que  sa  différentidfe. 

Concluons  donc  que  l'axe  de  rotation  de  la  Terre 
coïncidera  toujours,  à  très  peu  près,  avec  son  troi- 
sième axe  principal,  et  que  les  pôles  et  l'équateur 
répondront ,  dans  tous  les  temps ,  aux  mêmes  points 
de  sa  surface. 

1 8.  Considérons  maintenant  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre  j  si  l'on  nomme  /  cette  vitesse ,  ffdt  sera  le 
nombre  de  degrés  que  décrit  dans  le  temps  /  l'un 
quelconque  des  méridiens  du  sphéroïde  terrestre;  il  en 
résulte  que  si  f  contenait  un  terme  proportionnel  au 
temps  ty  l'intégrale  7/^^  en  renfermerait  un  croissant 
comme  le  carré  du  temps,  et  la  lîJïigueur  du  jour  en 
serait  à  la  longue  sensiblement  altérée.  Il  est  donc 
extrêmen^ent  important  d'examiner,  avec  le  plus 
grand  soin ,  la  valeur  de  dfy  et  de  démontrer  qu'elle 
ne  renferme  aucune  inégalité  séculaire  suscepti- 
ble de  s'abaisser  au  premier  ordre,  par  la  double 
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inlégpsdoni  tpate  sabit  ceffe  quantité  dans  rexpresslon 
fdtfdf. 
On  Si,  par  ce  qui  {H^écède^ 

N(His.  venons  de  yoir  que  pet  q  ti'auront  jamais  de 
valeurs  appréciablçs|  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
de  la  Terre  sera  donc  toujours,  à  très  peu  près^ 
égale  à  r,  et  si  elle  subit  quelques  altérations,  elles 
ne  proviendront  que  des  variations  auxquelles  cette 
quantité  peut  être  assujettie.  NoUis  allons- donc  exa- 
miner quelles  dont  les  inégalités  que  doit  contenir 
Texpression  de  r. 
Reprenons,  pour  cela,  Téqûai^oii 

•  •  •  « 

Si  l'on  difievëncie  cette  équation  en  y  faisant  varier 
à  la  fois  les  variables  et  les  constantes-  qu'elle  ren-% 
ferme ,  on  en  tirera 

Si  Ton  néglige  les  quantités  du  second  ordre  jiar  rap- 
port aux  forces  perturbatrices,  les  diflférçntielles  dp^ 
d^y  dr  étant  déjà. du  premier, ordre,  on  pourra,^ 
dans  cette  équation,  suppriiher' lés  deux  premiers 
ternies,  puisque  p  et  q  sont  de  l'ordre  des  forces; 
perturbatrices  j  faire  rsa  /î  dans  le  troisième ,  et  subs-^ 
tiluer  pour  dh  sa  valeur  donnée  jJar  là  fonnul^  (/)• 
Oa  aura  ainsi  • 
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et  dans  le  second  membre  ^  il  faudra  mettre  n/  -f-  €  à 
la  place  de  ^,  et  regarder  •>!.  et  8  comme  des  cons- 
tantes. Si  Ton  suppose  donc  la  fonction  Y  développée 
en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de 
langle  (p  ou  de  l'angle  nt-j-'i,  les  termes  du  déve- 
loppement qui  ne  le  renfermeront  pas  disparaîtront 

par  la  différenciation  dans  -t-  :  la  valeur  dr  ne  con- 
tiendra donc  que  des  termes  périodiques  dépendant 
de  langle  nt^€,  et  par  conséquent  rexp:*ession  d( 
r  ne  renfermera  que  des  inégalités  journalières  qi 
resteront  toujours  insensibles  et  de  l'ordre  des  force] 
perturbatrices. 

19I  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  inëgalil 
qui  peuvent  résulter,  dans  l'expression  de  la  vitesse 
de  la  considération  des  quantités  dépendantes  du  cai 
des  forces  perturbatrices.  De  l'équation  Çp)  on  tir( 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  n  -f-  «T/*  à 
place  de  r,  /ir  étant  une  quantité  du  premier  oi 
déterminée  par  l'intégration  de  l'équation  (q), 
aura 


drz=:.^^,.d^V.0V+'dh^ 


C*n? 


aC/t 


2C11 


Examinons  successivement  les  différentes  inqgaiiU 
que  peuvent  renfermer  chacun  des  termes  de  la  v^ 
leur  de  dr,  en  rejetant  toutes  celles  qui  dépendroi 
de  l'angle  nt-^i,  puisque  nous  sommes  assui 
d'avance  qu'elles  ne  peuvent  devenir  sensibles. 
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Pour  que  l'angle  nt^^s  puisse  dîsparalti^  dans  le 
premier  terme  de  cette  valeur,  il  faut  combiner  ea-7 
semble  les  ternies  de  ses  deux  facteurs  qui  renferment 
le  même  multiple  de  cet  angle.  Or,  si  dans  l'exprès* 
sion  de  la  fonction  V  développée  en  série  de  cosinus 
[dangles  proportionnels  à  ^,  on  considère  deux: 
termes  dépendans  dû  même  multiple  i^ ,  on  aura 

|V=H.cos(i•(p+/^4-^)+H^  cos{i(p+ft-\-g'), 

,  H',  i  y  y,  f\  g:,  ^  étant  des  constantes  arbitraires 
lont  les  deux  premières  sont  de  l'ordre  des  forces  per- 

rbatrices.  Si  l'on  substitue  nl'^i  à  la  place  de  ç^ 
m  aura 

=  fiS?-  ^  •  ""  (^+"+^+^)-'-i;ïXf/  •  H'.  cos(»«H-»-.+//  +50 

l'on  combine  ensemble  ces  deux  expressions ,  on 

ira 

rejetant   tous  les   termes  dépendans  de  l'angle 
li  -+-  26  dont  la  période  serait  à  peu  près  d'un  demi- 

)tir. 

Les  deux  termes  que  nous  avons  considéi^és  dans 
produiront  donc,  dans  la  valeur  de  rfr,  le  terme 

^\  n'est  pas  susceptible  de  s'abaisser  auprepaier 
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Or^  les  inégalités  séculaires  que  renferme  r  étant 
toutes  du  second  ordre ,  il  s'ensuit  qu'elles  ne  peu- 
vent s'abaisser  qu'au  premier  dans  la  valeur  de  l'inté- 
grale frdt.  De  même,  puisque  les  inégalités  que 
contiennent  p  et  q  Sont  toutes  de  Tordre  des  forces 
perturbatrices,  comme  nous  l'avons  démontre  n^  i6; 

si  ^  et  —  renferment  des  inégalités  séculaires ,  elles 

sont  du  second  ordre  et  ne  pourront  s'abaisser  qu'au 

premier  dans  les  intégrales  f  ^.dt,    f^.dt. 

Les  inégalités  séculaires  dont  peut  être  affecté  le 
mouvement  de  rotation  de-la  Terre  sont  donc  toutes^ 
de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  on  peut,  par 
conséquent,  en  faire  abstraction  sans  erreur  sensible, 
et   considérer  ce  mouvement  comme  parfaitement , 
uniforme.  I 

2 1 .  Concluons  donc,  enfin,  que  l'action  du  Soleil  et 
de*  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre  ne  produira' 
jamais  dans  la  position  des  pôles  à  sa  sùrfaeè,  au-^  | 
cun  déplacement  appréciable,  ni  aucune  variation 
sensible  dans  la  vitesse  et  dans  l'uniformité  de  son 
mouvement  diurne  de  rotation  ;  résultats  împortans 
qui  assurent  a  jamais  la  stabilité  des  latitudes  terrestres 
ret  rinyariabilité'  du  jour  sidéral.     . 

On  verra,  4an6  le  cîhapitre  suiyailt,  que  ces. mêmes 
a^U*esJ  qui  sont  impuissant  pour  produire  aucnn  de^ 
rangeiperit.  «dans  la  position  de  lax^  terr^$tr(e  dans 
l'intérieur  du  globe,  font  varier  au  co^traiise^ \d une 
manière  très  sensible,  sa  position  dans  l'espade^  en 
sorte. qu'il  ne- correspond  |>as,dans  tous  les^ecks, 
aux  mêmes  points  du  ciel  ;  d'où  résultent ,  comme 


/ 
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nous  l'ai^DS  dit  ^  les}  phénomènes  de  la  nutation  et 
de  la  precession  des  ëquinoxes.  On  peut  se  rendre 
raison  de  cette  différence^  en  renâarquant  que  les 
oscillations  de  l'axe  instantané  de  rotation  ,  par 
rapport  au  troisième  axe  principal  de  la  Terre , 
dépendent  simplement  des  quantités  p  et  q ,  tandis 
que  les  mouvemens  de  ce  dernier  axe>  par  rapport 
aux  étoiles ,  dépendent  des  angles  6  et  •>[.  qui  résul- 
tent ,  comme  on  le  voit  par  les  équations  (a) ,  n*  i , 
Sme  double  intégration  des  valeurs  différentielles  àep 
et 7.  On  conçoit  donc  comment  ces  quantités,  d'abord 
insensibles ,  peuvent  ensuite  devenir  considérables 
par  les  très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait 
acquérir. 


TouB  IL 
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settatsa^ 


CHAPITRE  V. 


Moui^emens  de  Taxe  de  rotation  de  kl  Terre  dans  î es- 
pace f  ou  imtation  de  Vaoce  terrestre  et  précession 
des  équinoxes. 

aa^  L$i  position  ^  par  rapport  au  plan  principal  de 
projection ,  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  ou  da 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire ,  et  qu'on  pomnie 
Yéquateurj  dépend  des  deux  angles  6^  et  4^,  dont 
l'un  détermine  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le  plan 
de  projection  qui  serait  invariable  sans  l'action  des 
forces  perturbatrices  y  et  l'autre  ^  la  longitude  de  son 
noeud,  comptée  sur  ce  plan,  à  partir  d'une  ligne  fixe; 
l'angle  (p,  détermine  la  longitude  du  même  nœud, 
comptée  sur  l'équateur.  Lorsque  les  valeurs  des  angles 
fl^,  «vj/^,  ^^  sont  connues,  on  détermine  celles  des  an- 
gles analogues  6 ,  4^  ^^  ^^^  ^^  rapportent  à  un  plan  i 
fixe  quelconque  ,  au  moyen  des  trois  équations  sui- , 
vantes  : 

cos  6 s=  cos  5/ cos  6^  —  sin^  sinfl^  cos^/^j 

.     ,1  X        sîn  tf .  sin  4/  r 

,     ,  X         sin  y  sîn  -^ 

sin,((p,  — <P)=      ,i„9     • 
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Pour  dëtennjner  l<s  angles  &^  et  f^ ,  noii$  avons  les 
deux  équations 

sin  ô^  cos  (p^  =— ^  ,      sîn  fl^  sîn^^= £ , 

d'où  Ton  tire 

sin  9^  = -j . 

L  angle  8^  est  d,u  même  ordre  .i{ue  les  déplacemens 
des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre  ^  et  si  l'on  fait  abs- 
traction des  forces  perturbatrices,  on  aura  9,s=Oy  et 
les  trois  équations  (h)  donneront 

m 

Ainsi  donc ,  sans  Tactioa  des  forces  perturbatrices , 
rinclinaison  0  de  Téquateur  sur  le  plan  fixe  serait 
constante ,  et  la  longitude  '^  de  son  nœud  ne  chan- 
gerait pas;  mais  l'attriction  du  Soleilet  de  la  Lutie 
sur  le  sphéroïde  terrestre  fait  varier  d'une  manière 
très  lente  lesr  angles  8  et  ^^^  et  ce  sont  ces  variations 
qui  constituent  le  phénomène  de  la  nutation  de  l'axe 
terrestre  et  de  la  précession  des  équinoxes. 

Dans  les  recherches  qui  opt  pour  objet  la  détermi- 
nation des  mouvemens  dé  Taxe  dé  rotation  ce  la 
Terré,  on  a  coutume  de  négliger -lès  carrés  et  les 
puissances  supérieures  des  forces  perturbatrices;  il 
suffit,  dans  ce  cas,  de  conserver  daus  lès. valeurs  de 
6  et  de  %[/  les  termes  dépendans  de  la  première  puis- 
sance de  ces  forces.  Or,  puisque  9/ èit  dupiiemi^ 
ordre ,  '  on  aura  d'abord  cos  8^  ^»  t  ,  et  ensuite ,  ek 

i5.. 
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vertu  des  équations  (o) ,  n**  55,  livre  I*', 

sîn  6,  sin  ^,=  sin  ô,  sîn  (^,— ^)=      ËLfî?^  _  ^£^±J! ^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières   ! 
équations  (A)  ,  on  aura  -    ^ 

cose=cos>4-^.(Bycos(p-f-A;>sin(p),      ' 

^  *  it  Sin  ^  1 

■  •.     ■  -  ■  .  f 

La  première  de  ces  expressions ,  en  négligeant  les  \ 
quantités  du  second  ordre,  peut  s'écrire  ainsi , 

cos  fl  =  cos  (>  —  %«"»<' ^P""»V 
on  aura  donc,  aux  quantités  près  de  cet  ordre, 

d^___           By  C08  ^  +  A/>  sîn  9 
—  >  — 'jj — ' — —  , 

il: ,    Bç  sin  ^  —  Ancos^ 

#  I 

Nous  avon^  vu,  n^  i5,  que  lorsqu'on  néglige  le 
carré  des  forces,  perturbatrices ,  on  a 

.  ^       î(ï        ^_£/V        rfV_£fV 
Ac^^û^4.^       dy        dê^      dg — '3J* 

Que  l'on  substitue  ces  valeurs,  et  qu'on  fasse  de  plus 
k^=fQn  dans  les  deux  dernières  formules  (Q)  du  n"*  9^ 


on  aura 
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,  cos  f.di     dV  dû        dV 

^y  —  Cn.sJné     dp^^  Cn.sini'  d^^^ 
'      dt         dV 


dx 


Cn.Bin i*  de* 


formules  qui  ont  sur  celles  du  numéro  cité,  Tavanlage 
d  employer  la  quantité  V  sous  la  forme  où  elle  est 
donnée  immédiatement,  c*est-à-dire  en  fonction  des 
variables  ^ ,  -v|/ ,  6. 

Différencions  maintenant  les  expressions  prà:é- 
dentes  de  0^  et  de  -4/^,  substituons  pour  dyel  dct 
leurs  valeurs,  et  faisons  k:=Cn  dans  les  termes  qui 
sont ,  du  premier  ordre  par  ra{^rl  aux  forces  per-» 
turbatriccs  ;  nous  aurons 

,>_cos9,rf^  dV  dt         dV 

Cn.sinO*  <2^       Cn.sinA  '  d-^ 

d,  (A/y  sin  ^  +  By  oos  qi)  ,       . 

,,  dt        dV      d.{A,pcos<p  —  Bosîn^) 

^  Cn,smè*  d'i  Ci.sinÔ 

25.  Ces  formules  serviront  à  djéterminer  les  valeurs 
des  angles  0  et  >j/  qui  fixent  la  position  de  Téquateur 
terrestre,  par  rapport  à  un  plan  fixe  quelconque.  Elles 
s'appliquent  également  à  tous  les  corps  céfestes, 
et  l'on  en  peut  faire  usage  dans  la  théorie  de  la 
Lune.  On  voit  qu'elles  dérivent  naturellement  des 
formules  du  mouvement  de  rotation  qui  n^esl  trbublé 
par  l'action  d'aucune  force  étrangère ,  en  suppôâànt 
variables  les  constantes  que  ces  fôrrntiles  renferment, 
et  en  déterminant  leurs  variations  conformément  dixx 
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principes  généraux  de  la  variation  des  constantes  ar« 
bitraires.  On  peut  d'ailleurs  déduire  fort  simple- 
ment les  équations  (Q  des  équations  dift^entielles 
(G)  du  mouvement  troublé.  .En  effets  si  l'on  multi- 
plie la  première  par  sin  (p,  et  qu'on  l'ajoute  à  la  se- 
conde multipliée  par  cos  (p ,  qu'on  multiplie  ensuite 
les  mêmes  équations ,  la  première  par  cos  ^  ,  la  se- 
conde par  sîn  ^^  et  qu'on  les  retranche  l'une  dé  l'autre^ 
on  aura  les  deux  équations  suivantes  : 

Aiip  sin  ^^Bcfjcos^+(A/>èos^B^  &îq^).rûfi-f-Cr,(sîn^jw'l-cos^/KX/) 

~     iitiT  '  dp  ^  sine' d^' 
k(ipQosfi^Bdqm^{Apùnp+BfCX}sp).rdt+Cr.  (oos^g^^4-^ii  ppdi) 
^    dV 

"^       sin 4'  de* 

Si  r^n  néglige  l^s  carrés  des  forces  pertorbatrices, 
on  peut  supposer  r = ;i  et  rdt  «=s  dp  dans  ces  équa- 
tions, en  observant,  de  plus,  qu'en  vertu  des  for- 
,  mules  (a) ,  n*  I ,  on  à 

* 

sîu  p.qdl'^cos  <p.pdt=zdA, 

cos <p •çdt'^ an  p. pdizss sin  6.ef%[/. 

On  voit  '  qu'elles  sont  identiques  avec  les  équatioes 
(Z) ,  auxquelles  nous  sommes  parvenus  par  une  ana* 
Ijse  moins,  directe,  mais  qui. nous  a  servi  à  d^on^ 
trer  l'invariabilité  4es  pôles  à  la  surface  de  la  Terre  ^ 
et  qiû  nous  sera  çncore  utile  pour. réduire,  dacs  ce 
cas  2  ces  formules  k  une  foroie  plus  simple. 

24*  ISn  efieti  tous  ^s  termes  des  valeurs  de  d&  et  d4 
SQntii;iseasib]lesren  enx-mèn^, puisqu'ils  sont  de  l'ordre 
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des  forces  perturbatrices  ;  maisil  se  peutque  quelques- 
uns  d'entre  eux  deviennent  sensibles  dans  les  valeurs» 
de  d  et  4 ,  soit  parce  qu'ils  s'y  trouveront  multipliés 
par  le  temps  t  hors  des  lignes  sinus  et  cosinus ,  soit 
à  cause  des  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fem 
acquérir.  C'est  donc  k  ces  teriifies  seuls  qu'il  fout 
avoir  égatd ,  et  Ton  peut  rejeter  tous  les  autres  des 
valeurs  de  «fi  et  de  «Î4*  ^^f  ^^  ^*  évident  que  Ton 
doit  supprimer  d'abord  la  partie  de  ces  valeurs  qui  est 
une  différence  exacte,  parce  que  les  termes  qui  la  com- 
posent sont  encore  après  l'intégration  de  l'ordre  des 
quantités  ;:;  et  ^ ,  et  par  conséquent  insensibles.  Si  l'on 
substitue  ensuite ,  dans  la  fonction  V,  qui  est  du  pre- 
mier ordre ,  à  la  place  de  <p,  sa  valeur  nt+i,  ilidé^ 
pendante  des  forces  perturbatrices ,  il  faudra  rejeter 
des  valeurs  de  d&etde  d^  tous  les  termes  qui  dépen- 
dront des  sinus  et  des  cosinus  de  cet  angle,  puis-^ 
cpi'il  n'en  résulterait  dans  0  et  4"  que  des  inégalités 
dépendantes  du  mouvement  diurne  de  la  Terre ,  et 
qui,  par  conséquent,  seront  toujours  inappréciables. 
Supposons  donc  qu'on  ait  développé  la  fonction  V  * 
eu  une  série  de  sinus  et  de  cosinus  de  l'angle  (p  et  de 
ses  multiples  ;  soit  F  le  premier  terme  an  dévelop- 
pement ,  ou  la  partie  indépendante  de  l'angle  <Pp  <m 
pourra  substituer  F  à  la  place  de  V  dans  les  expres- 
sions de  dB  et  de  d^y  ce  qui  les  réduit,  en  sup- 
primant en  outre  les  différentielles  exactes ,  à 

Gn*sind  '  d^    \    /    \ 
.,_  dt         rfF^W 
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Ces  formules  f  les  plus  simples  que  l'on  puisse  em«- 
plojrer  pour  déterminer  la  nutation  de  Taxe  terrestre 
et  la  précession  des  équinoxes^  sont  duesà  M.  Poisson. 
Elles  dérivent  directement ,  comme  on  voit ,  de  la 
discussion  des  formules  (P)  du  n^  j,  de  sorte 
que  les  lois  des  mouvemens  de  l'axe  de  la  Terre ,  soit 
dans  l'intérieur  du  globe ,  soit  par  rapport  aux  étoiles, 
sont  toutes  contenues  dans  ces  formules. 

25.  Pour  développer  les  équations  (m),  reinrenons 
la  valeur  de  V  du  n"*  i ,  nous  aurons 

V=8.  ^"^ 


x',  y,  z'  étant  les  coordonnées  de  l'astre  L  relatives 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de 
gravité  de  la  Terre ,  a:,f,z  les  coordonnées  de  l'ëlé^ 
ment  iim  rapportées  aux  mêmes  axes  ;  enfin ,  le  signe 
intégral  S  étant  relatif  à  la  molécule  dm  et  à  ses  coor- 
données, et  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  de  la 
Terre, 

Si  dans  cette  expression  on  fait ,  pour  abréger , 

on  aura 


V/[/»—  2 .  {xx'  +  yy'  -f.«2i')  +  '*]' 


Les  distances  des  centres  des  forces  perturbatrices  au 
centre  de  la  Terre  étant  fort  grandes,  relativement 
aux  dimensions  de  cette  planète,  il  en  résulte  quon 
peut  réduire  la  fonction  V  en  une  série  très  couver- 
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gente ,  en  la  développant  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  r'.  Si  Ton  observe  en  outre  que  les  six 
intégrales  Sxdm,  Sjrdm,  Szdm,  Sûçjrdm,  Sxzdm , 
Sjzdm  sont  nulles  par  les  propriétés  du  centre  de 
gravité  et  des  axes  principaux ,  on  aura ,  de  cette  ma- 
nière, 

V=-r»S.rf/n — x.-TT.S./'^J/?! 

+^^.{x'\S.x*dm^y^.S.ydm  +  z'\S.z*dm). 

Nous  omettons^  comme  on  le  fait  ordinairement, 
les  termes  de  ce  développement  jqui  dépendent  du 
produit  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  di«^ 
mensions  en  x,jr,  z,  lesquels  termes  sont  du  même 
ordre  que  le  cube  et  les  puissances  supérieures  du  rap- 

port  -, ,  c  est-à-dire  de  la  parallaxe  de  l'astre  L  :  de 

sorte  que ,  relativement  aux  puissances  de  cette  pa- 
rallaxe ,  l'approximation  suivante  est  bornée  au  carré 
iadusivement. 

Nous  avons  désigné  par  A ,  B,  C  les  trois  momens 
d'inertie  principaux  du  sphéroïde  terrestre  respecti- 
vement relatifs  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z;  on 
aura  donc 

d'où  Ton  tire 

c    a^         B+C— A       .    ,  ,  A+C— B 


S.z*dm=^ 


A+B— C 
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La  fonction  V  deviendra  donc,  en  y  substituant  ces 
valeurs , 

+  |^,.[*'V(B4^A)+y.(A+C-BH-2".(A4-B-C)]; 

Pour  introduire,  dans  cette  expression,  les  angles 
ip ,  4»  ^^  ^^  ^^^*  transformer  les  coordonnées  x'  ,y, 
z'  de  l'astre  L,  en  trois  autres  x ,  y  ,  z  relatives  à  des 
axes  fixes.  Nous  prendrons,  pour  plan  fixe  dés  x,  y, 
le  plan  de  récliptique  à  une  époque  déterminée; 
1  angle  fl  sera ,  par  conséquent ,  Tinclinaison  variable 
de  réquateur  sur  Técliptique,  Tangle  4  '^  longitude 
de  Fintersection  de  ces  deux  plans ,  ou  de  la  ligne 
mobile  des  équinoxes ,  et  (p  l'angle  com*pris  entre 
cette  intersection  et  l'axe  principal  des  x;  on  aura, 
par  les  formules  du  n®  a, 

x'=:(xcOs4-YSÎn  -vj/).  C08^+Q(xsîn4f+YC08'v|/)cosS-ZSÎDtf].sill^, 

y=(Y  sîû^-x  cos  4)«^înf  +  [(xsin4+YCos%^)  cos6-2sîn^].cos^, 
z':=(xsin'J/4"Ycos'4/).sîn  8+«  cos  Ô. 

Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  V,  remarquons  que  le  rayon  vecteur  r'  de  l'astre  h 
doit  être  indépendant  des  angles  (p,  4,  6:  les  termes 
qui  ne  contiendront  que  ce  rayon  vecteur  disparaî- 
tront donc  dans  les  valeurs  des  différences  partielles 
de  la  fonction  V  relatives  à  ces  angles  ;  on  peut  donc 
les  supprimer  d'avance  et  donner  à  l'expression  de  V 
cette  forme 
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Si  l'on  élève  au  carré  les  valeurs  de  ody  fj  z\  ci  qu'on 
les  substitue  dans  cette  équation,  en  faisant,  pour 
abréger, 

x'=xcos-n|/  —  y  sîn  4>       y' =  X  sin  •>!. -|-  ycoS'4/, 

€ten  observant  que  la  relation  a:'*  +  j^'*  +  z'*= /' 
donne 

x'»+  (y'  cos  fl—  z  sin  fl)*=r'*  —  (Y'sin6+z  cos  fl)% 
on  aura 

3L  / 

V=-  p^.  (A-  B).  {  [x'»-(y'co8  9-«  sin  6)'] .  cos  i^+2x'.  (Y'cosfl-as  sîn9) .  sina^ 

+    f^5.(A+B-2C).(Y'sîn9+zcosô)*. 

Si  Ton  rejette  les  termes  dépendans  de  l'angle  ^,  la 
fonction  Y  se  change  dans  la  fonction  que  nous 
avons  désignée  par  F;  on  aura  donc  simplement 

F  =  ^,,(A+B  — 2C).(Y'sinÔ  +  zcos6)*. 

En  différenciant  cette  expression,  on  formera  les 

valeurs  des  quantités  ^  ^t  ^r  qui  entrent  dans  les 

formules  (iw)  ;  mais  pour  rendre  possible  Fintégi'a- 
tion  de  ces  formules ,  il  sera  nécessaire  d'exprimer  les 
coordonnées  x,  y,  z,  de  l'astre  L,  en  fonction  du 
temps  U 


936  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Pour  cela  ,  nommons  y  rinclîoaison  du  plan 
de  Torbite  que  décrit  l'astre  L  dans  sou  mouve- 
ment autour  de  la  Terre  sur  le  plan  des  xt  ou  sur 
Vécliptique  fixe  ;  soient  de  plus  a  la  longitude  de  son 
nœud  et  i/  la  longitude  de  son  rayon  vecteur  comp- 
tées sur  le  même  plan  à  partir  de  Taxe  des  x;  eu 
désignant  par  /  la  latitude^  on  aura 

x ssr' . cos u' . cos s',    y  ==  r^ . sin c^' . cos/,    z = r' •  uns. 

On  a  d'ailleurs  tangy=tang^,sin  (u'-^ci);  en  obser-  i 
vaut  donc  que  y  est  généralement  un  très  petit  angle 
dont  on  peut  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
seconde^  oii  trouvera 


on  tire  de  là 


et  au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  trouve 

-f-y* .  8inX^''a).[cos»ô-sin*8,sin  V+4)]- 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  lexpression  de 
F,  qu'on  remplace  ensuite  r'  et  /  par  leurs  valeurs  re- 
latives au  mouvement  elliptique  de  l'astre  L,  et  dé«- 
veloppées  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  son  moyen  mouvement  mt,  il  sera  facile  de  réduire 
en  séries  semblables  la  valeur  de  F,  et  par  suite  celles 

^^  'dS  ^*  ^^  31  >  ^^^  expressions  différentielles  de  8  et 
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>}/  se  trouveront  donc  développées  en  une  suite  de 
termes  dont  chacun  sera  intégrable  séparément. 

Soient  e  l'excentricité  de  Torbite  de  L,  et  ^j  sa 
moyenne  distance  à  la  Terre;  désignons  par  €  et^  ai 
les  longitudes  de  l'époque  et  du  périhélie  j  comptées 
de  la  même  origine  que  4  !  on  aura ,  par  les  for  - 
mules  du  mouvement  elliptique,  n®  25,  livre  II , 

Y 

-=  I  +5.e*— tf.cos(i»^4'«""*')— î:^*«oos2(wi*+i— #)-|-etc., 
—  î  .y* .  8În  2(w»*+ 1 — •)  +  etc. 

L'excentricité  de  l'orbite  de  L  et  son  inclinaison  sur 
1  ediptîque  fixe  étant  toujours  peu  considérables ,  e 
et  y  sont  de  très  petites  quantités;  nous  négligerons  en 
conséquence  le  carré  de  la  première  et  le  cube  de  la 
seconde,  ainsi  que  leurs  produits  de  trois  dimensions. 
Nous  observerons ,  de  plus ,  que  les  termes  de  la  va- 
leur de  y  qui  dépendent  du  mouvement  de  l'astre  L 
dans  son  orbite ,  ne  produisant  dans  les  valeurs  de  0 
et  de  •>!/  que  des  inégalités  périodiques  qui  sont  né- 
cessairement très  petites,  comme  les  observations 
l'indiquent,  on  peut  n'avoir  égard  qu'aux  plus 
considérables  d'entre  elles;  en  conséquence,  nous 
ne  considérerons  parmi  ces  termes  que  ceux  qui  sont 
indépendans  de  Téxcentricité  e  et  de  Finclinaison  y. 
Cela  posé ,  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'il  suffira  de 
faire  dans  l'expression  de  Y 

a    et     /=i7t^-f«€; 


on  trouvera  amsi 
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3L 
F=g-j .  (A-4-B-aG)  {  8in*^-f*2y  .sÎD^.oos  <.008(at-|-4)+>'**  [cos"^-ain*<  .gos^(«- 

d'où  en  différenciant ,  on  tire 

^=|^.(  A+B-aC).  I  sînS.cosfl.  { i  -yV  [i+cos'(A+4)]-cos2(/iit+f  +4) } 

+(oos*â-sin*fl).ycos(flt+4)  > , 
y- = -  -—  (A+B-aC) .  {  sîn9.[cosfl.y.sin(flr  '{"^y^ini,sin:2{mt+$  +4) 

Ces  valeurs ,  substituées  dans  les  équations  (m) ,  en 
négligeant  dans  une  première  approximation  les 
termes  périodiques  et  ceux  qui  dépendent  du  carré 

de  ^,  et  ea  faisant^  pour  abréger^  ^=^  1»%  don- 
neront 

..       3ni^di;    /2C— A— .B\  u      .    ,     I    i\ 

.,      3//t»rf^ /2C— A— B\  r       .   .cos*9  — sin»9         ,    ,  .,n|(' 

^^"lirC — c— >U^*^ — -sûTî— ^^(•+^a) 

26.  Considérons  les  quantités  5^  sin  (  a  +  4  )  >  ^* 
5^  cos  (ût  +  >I^)  qui  entrent  dans  ces  expressions.  Elles 
représentent,  comme  il  est  facile  de  le  voir,,  les  produits 
de  rinclinaison  de  l'orbite  de  L  sur  l'écliptique  fixe, 
par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son  nœud, 
comptée  sur  ce  plan  à  partir  de  son  intersection  avec 
l'équateur ,  ou  de  la  ligne  mobile  des  équinoxes.  Si 
l'on  développe  1^  premier  de  ces-  produits ,  on  a 
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Dans  cette  valeur ,  y  sin  aety  ces  a  sont  les  pro- 
duits de  rinclinaison  de  l'orbite  de  L  sur  réclîptique 
fixe  9  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son 
nœud,  comptée  à  partir  d'une  ligne  fixe.  Ces  quan- 
tités ne  sont  pas  constantes,  elles  sont  sujettes  à  des 
variations  séculaires  qu'il  n'est  pas  permis  de  négliger, 
parce  qu'elles  peuvent  devenir  très  sensibles  par  Tinté* 
gration  dans  les  valeurs  de  6  et  de  %{/•  Or,  nous  avons 
vu,  dans  le  n^  69  du  livre  II,  que  si  Ton  nomme  y  l'in- 
clinaison de  l'orbe  d'une  planète  quelconque  L  sur  ua 
plan  fixe ,  et  a  la  longitude  de  son  nœud  ascendant , 
comptée  à  partir  d'une  ligne  fixe,  le  produit  tang  y  sin  a 
est  exprimé  par  un  nombre  fini  de  termes  de  la 
forme,  B  sin  (bt-^C)  et  le  produit  tang  y  cos  a  par  la 
même  suite  de  termes  dans  lesquels  on  change  le  si- 
nus en  cosinus.  Nous  représenterons  la  première  suite 
par  2 .  B  sin  (b  t+  S),  et  la  seconde  par  2.B  cos(^^/+Ç) . 
En  observant  donc  que  l'inclinaison  y  étant  supposée 
très  petite ,  on  peut  prendre  cet  angle  pour  sa  tan- 
gente, on  aura 

ysmaz=:E.Bsm(bt^€),  7COsa=2  .Bcos(bt+€). 
Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  (o),  donnent 

7^sin(aH-4)=  2.Bsin(At+4+^)> 

doù  Ton  voit  que  pour  avoir  y  sin  (a  4-4)  f  ^^  suffit 
d'augmenter  de  la  quantité  >}/  les  angles  des  différens 
termes  de  l'expression  de  5^  sin  a,  c'est-à-dire  qu'il 
suf&t  de  rapporter  ces  angles  à  la  ligne  mobile  des 
équinoxes.  Nous  verrons  que  la  valeur  de  •>{/  se  com- 
pose d'un  terme  croissant  comme  le  temps  /,  et  d'un^ 
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suite  d'inégalités  à  longue  période  dii  même  ordre  que 
la  quantité  B;  on  pourra  donc,  si  dans  les  valeurs 
de  8  et  «xl/  on  néglige  les  quantités  très  petites  de  l'or-' 
dreB^,  substituer  à  l'angle  4»  <^^  l'expression  pré-* 
cédente^  le  moyen  mouvement  des  équinoxes.  La 
valeur  de  y  sin(a+  4)  sera  exprimée  alors  par  un 
nombre  fini  de  termes  de  la  forme  Bsin(ci^C),  qui 
ne  difiereront  des  termes  de  l'expression  de  sin^  sin  a, 
qu'en  ce  que  les  angles  bt  seront  augmentés  du  mojen 
mouvement  des  équinoxes.  On  prouverait,  de  k 
même  manière ,  que  y  cos(ct  4-  4)  ^^^  composé  de 
la  même  suite  de  termes,  dans  lesquels  on  changera 
seulement  le  sinus  en  cosinus;  d'oii  il  suit  qu'on 
aura  généralement 

y  sîn(tt  +  4)  =  2  •  Bsin(£?r  ■+•  €) , 
y  cosÇa  -f-  4)  =  2 . B  cos(c^  +€). 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (n) ,  elles 
(Reviennent 

rfd  =— — A J.oostf.S.Bsiii(c^  +  Ç)> 

27.  On  peut,  dans  la  valeur  de  ^,  regarder  ces  6 
comme  constant,  parce  que  les  termes  qui  résulteraient 
de  sa  variation  seraient  des  quantités  de  l'ordre  B^  que 
nous  négligeons  ;  on  aura  donc  en  intéjgrant 

fl  — ^^,^^\^^+^-^<^)xosfl,2.°cos(g/+g); 
h*  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer, 


■if: 
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désignons  par  h  rincltnaisoa  de  l'équatear  à  l'éclip-^ 
tique  fixe,  lorsque  t  est  égal  à  zéro,  on  aura,  pour 
cet  instaiit 

A=^'H — ^Y    "^  ^"^^  \co8/i«2>— cos^. 

En  faisant  donc  pour  abrégerj 

«        3/»*     /2C  —  A  —  B\  .         T 

^  =  4r'( — ^c — ;•«>**» 

on  aura ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  B' , 


,  •  ^  » 


BZ 

ô=  A  —  2.— .[cos  (ctr{-Q)  —  cos€].      (ï) 

Passons  à  l'expression  de  d'\^.  Il  n'est  plus  permis  ici 
de  regarder  comme  constant  l'angle  fl  qui  entre 
dans  cette  différentielle,  parce  que  ses  variations 
peuvent  devenir  sensibles  dans  la  valeur  de  4*  On 
voit,  en  effet,  qu'elles  y  produisent  des  termes 
qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  forces 
perturbatrices,  mais  seulement  du  premier  par 
rapport  à  la  quantité  B.  Si  l'on  n'a,  égard  qu'à  ces 
termes ,  et  ^i  l'on  néglige ,  comme  nous  le  faisons, 
les  quantités  de  Tordre  B%  c'est  uniquement  dans  le' 
premier  terme  de  la  valeur  de  d^  qu'il  sera  nécessaire 
de  considérer  la  variation  de  l'angle  6.  Nommons 
donc  cTd  cette  variation  déterminée  par  la  première 
des  formules  (/?),  en  sorte  qu'on  stit  6=:i%-f-/8;  en 

négligeant  les  quantités  de  l'ordre  eT^d,  on  aura 

<x>s ^ssicwh.  (i .— ' tàng /(./d) , 
TOMB  II.  x6 
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x>u  bien^  en  mettant  pour  /O  sa  yalear^ 

cosfl  =cos.ri  4-tang  A.2.— •cos(c^-+*€)  |. 

Si  dans  le  premier  terme  de  Texpression  de  d^, 
on  substitue  cette  valeur^  et  si  l'on  remplace  par  /la 
quantité  que  cette  lettre  représente ,  on  trouvisra 

^4  =  rZ+S.B/,.cotA/i+^aang»  A\cos(c«4-ff 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant , 

4«i=/^+fH-2-|Wft.(i+^.tang^A,sin(c/+^), 

V  étant  une  constante  arbitraire.  Nous  prendrons 
pour  origine  de  l'angle  4  ^^  des  autres  longitudes 
comptées  sur  le  plan  de  l'écliptique  fi^e  ^  l'équinoxe 
du  printemps,  à  Tépoque  d'où  Ion  compte  I0  temps, 
en  sorte  que  4  ^^^  ^^  ^^  même  temps  que  <;  on 
aura  ain$i 

p  s=/' +  2, -^•cpt6Yi+-^*tang*  Aj.sin  ^, 
èl;par  conséquent   . 
4  ;:;=:  //+2.  -.cpt  A.  (  i  +»  -^.tang*À\[gia(c«+Ç-sinf|. 

Ces  valeurs  de  6  et  de. 4  serviront  à  déterminer  les 
mouvemens  de  l'axe  terrestre  pa^f  rapport  aux  étoiles; 
jointes  a  la  valeur  ^  =  »^  +  ê»  elles  fournissent 
toutes  les  dpnaées;  nécessaires  pour  fi^Ker  à  chaque 
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instant  la  positibu  de  k  T^re  autovr  de  son.  centra 
de  gravité.      .     . 

a8.  Jl  est  imporUkit  de  naofqter  que  l'on. serait 
parvenu  àdes  formules  très  diffërentéa des  précédentes^. 
si  rpn  avait  négligé  de  tenir  con^te^  dans  les  .va^ 
leurs  de  ^0  et  d-)^^  di^  yarîiatiaiis  séculaires  des  qùan« 
tit^  ysmoL  et  ^rcosiBe.  En  effets  il  est  aisé^ide  voir 
que  si  l'on  désigne:  par  //:1e  moyen  mouvement  dea 
équinoxesi  en  sorte  qu'on  ait   .       i     '    . 

O  -f*  /  =  C  j 


*      »  i       «  • 


les  produits  de  la  tâtigente  de  Finclinaison  du  plan 
de  Torbite  dèTastre  L  sur  i'éclîptîqûé  fixe,  partie 
sinus  t)u  le  cosinus  de  la  longitude  de  ison  nœud^' 
comptée  dé  Téquinoxe  mobile ,'  isférpnf  dans  ice  tas ,  * 

En 'substîttiânt  ces  ^valeurs  dans^  les  équations  (^)  iîu 
n*  25,  et  en  leur  appliquant  ensuite  ï'analj'sê  prédé- 
dente ,  oh  trouve    •    " 


•  f 

J. .  » 
I  •  :  t 


Ces  formules  ont  jpté  données  d'aly>rd  par  Lagrange 
dans  les  Mémoires *de  Berlin  pour  Tannée  1800^  et  on 
les  retrouve  dans  plusieurs  ouvrages  d'Astronomie 
qui  ont  paru  depuis  ;  on  voit  qu'elles  dérivent  natu- 
relleinent  des  valeurs  de  Q  et  de  ^|.';  n^'^^^^en  sàp^ 
posant  q^W>égacd,:dai»  ces ^aiens.iU'aplatisse- 
me;it  dêla:Tfine  y  ^m  j^iili.^'il  pfoà^iph  :pf:^fismm 

i6«. 
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moyenne  /^  des  équinoxes  ^  mais  qa^peut  négliger 
l'effet  de  cet  aplatissement  combiné  avec  le  dépla* 
cernent  séculaire  du  plan  de  Torbite  de  l'astre  L.  Or^ 
cette  hypothèse  n'est  pas  suffisamment  exacte,  et  l'on 
Terra  plus  ba»  que  les  formules  (q)  ne  peuTent 
servir  que  pendant  un  siècle  au  plus,  à  partir  de 
l'époque  doit  l'on  compte  le  temps  t,  mais  qu'au- 
delà  elles  donneraient  :de8  résultats  fort  différens  des 
phénomènes  observés. 

29.  Nous  avons  rapporté  jusqu'ici  les  angles  8  et  4 
à  un  écliptique  fixe  ;  mais  pour  comparer  la  théorie 
aux  obseryatioqs  ^  il  faut  avoir  les.  valeurs  de  ces 
angles  par  rapport  à  lecliptique  mobile,  puisque 
c'c;st  en  effet  de  ce  plan  que  nous  les  observons*  Sup- 
posons que  Tastreti^  dpnt  nons  avons  considère  lao 
tion  sur  le  sphéroïde  terrestre,  soit  le  Soleil ,  et  con- 
sidérons le  triangle  formé  sur  la  surface  d'une  sphère 
décrite  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  avec  un  rayon 
arbitraire,  par  l'écliptique  fixe,  Téquateur  et  le-plan 
mobile  de  l'orbe  solaire ,  ou  l'écliptique  vraie.  Si  l'on 
désigne  par  8'  l'inclinaison  de  l'équateur  à  l'écliptique 
vraie,  les  trois»  angles  de.  i:e  tri^^ngle  seront  B,  y, 
'ieQ^'.'^^^f^tl'^àT^o^.^r^  Wa  Je  çitJéiipposé  à  Tangle 
1 8o*  —  fl';  on  aura  donc ,  pour  déterminer  cet  angle, 

"     'cos8';=.cosÔcos7^  —  sîn  8  sî'n^^CQs  (*+<>},). 

•'  i  •  5     •  •        '      ■  *  *    !  t      ^     I     '      .      *    •  *    .  •  >  ,  *      *  '  •  • 

ÇeXtf  équartipn  dpnp,  aux  quap.titéspi^s  de  l'ordre  7, 
é'-f;=.ôf  si:.rpîi  néglige.  seule;nen;t  les  quantités  de 

'd'^  ^oty  tir!e ,  eti  )$ubstitt»nt  pùtxryc<>6(d^4py,  sa 


•  •  '  t 
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valeur,  et  en  négligeant  toujours  les  quantités  du 
second  ordre,  ! 

Ô'  =  94-2.Bcos(cf+C)-  (5) 

Désignons,  dans  le  même  triangle  sphérique,^  par  b, 
le  côté  opposé  à  l'angle  y,  nous  aurons 

sm  X  c=  — -^— .— H ^.  (r) 

Nommons  4'  I^  distance  de  l'intersection  de  Téqua-r 
teur  et  de  Técliptique  vraie ,  projetée  sur  Técliptique 
fixe,  à  l'origine  invariable  d^où  l'on  compte  1  angle 
4/  sur  ce  dernier  plan,  et  considérons  le  triangle 
sphérique  rectangle  dont  a:  est  l'hypoténuse,  et  dans 
lequel  Ô  est  l'angle  adjacent  au  côté  4  """^'i  nous 
aurons 

tang  (4  —  40  -^^  ^^s  ^  *^^g  ^* 

La  supposition  de  ^=o  donne  ar=i:o,  et  par 
conséquent  4'=  4*  ^^  ^'^^  substitue  pour  tang  x  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (r) ,  et  qu'on  néglige  seule- 
ment les  quantités  de  l'ordre  y*,  on  trouvera 

tang  (4  — 40  =  cot  9 . 7  sin  (a  +  4)  > 

d'où  l'on  tire,   en  mettant  pour  y  sin(a  +  4)  ^ 
valeur  et  négligeant  les  quantités  du  second  ordre, 

4'=4 — cotA2.Bsîn(c^4-^).  (4) 

Nous  avons  représenté  par  y  l'inclinaison  de  Yé-^ 
cliptique  vraie  sur  l'écliptique  fixe  ;  par  les  équations 
{^)f  on  a  généralement 


1 
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>•  =  [2 .  B  sîn  (c^+ ^]»  +  [2 .  B  cos  (c^H- f )]\ 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  Técliptique  au  com- 
mencement du  temps  t;y  sera  nul  pour  cette  époque, 
puisque  alors  Fëéliptique  vraie  coïncide  avec  Téclip- 
tique  fixe  ;  on  aura  donc 

S.Bsinésso,  S.Bcos^&so. 

Cela  ppsé  ^  si,  dan^  les  ëquatipns  (5)  et  (4)  p  on  rem^ 
place  8  et  •>{,  par  leurs  valeurs  données  par  les  for- 
inules  (i)  et  (2),  Qu  aura,  .pour  détenmner  ^  et 
'l/,  les  deux  formules  suivantes  : 

û'  =3  A  —  S.?fc^.[cos(e«  +  ê)— cos^, 

C 

4.'=Z/+2.?^xotA.(i+^.tang*A)[sin(c/+e).sinQ, 

lès  constantes  hei  l  ayant  la  même  signification  qne 
dans  le  n®  27. 

5o.  Ces  formules  sont  celles  que  nous  emploierons 
pour  déterminer  les  variations  d'obliquité  de  l'écUp- 
tique  vraie ,  et  la  précession  des  équinoxes  relatives 
à  ce  plan.  Pour  les  comparer  à  celles  qu'on  obtien- 
drait en  négligeant  leffet  de  raplatissement  de  la 
Ten*e  combiné  avec  le  déplacement  séculaire  deTe^ 
cliptique ,  substituons  dans  les  équations  (3)  et  (4) 
pour  Q  et  •>{.  ^  leurs  valeurs  données  par  les  équations 
{ç),  et  nommons^  comme  précédemment^  h  l'obli- 
quité de  l'écliptique  lorsque  /est  nul;  nous  aurons 
ainsi 
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^  =£:A*f-2.B[côs(^<4-Ê;— C09(fo+^)],      1 
^(,'=f=  &— 2 .  Bcot  A[sin  (^/+^)~sm  (fo+ Ç).  ]  C*) 

Ces  formules  s^accordent  asses  bien  avec  les  précë*- 
dentes,  lorsque  le  temps  t^  que  Ton  suppose  exprî*- 
mer  un  nombre  d'annces  tropiques ,  n'excède  pas 
cent;  elles  donnent  également  en  effet,  en  les  déve-^ 
loppant  par  rapport  à  /  ^  et  en  négligeant  les  termes 
de  Tordre  /*,  pour  la  yariatioii'  de  l'obliquité  de  l'é- 
cliptique , 

cf6'=^2.(/  — €?)Bsinfi| 

mais  ces  formule^  différent  beaucoup  lorsque  le 
uombre  /  est  de  plusieurs  mille,  parce  qu'il  n'est  plus 
permis  alors  de  négliger  les  termes  dépendans  du 
carré  da  temps. 

Si  la  Terre  était  sphérique,  les  actions  des  autres 
corps  du  système  n'auraient  aucune  influence  sur 
les  mouvemens  de  son  axe  de  rotation,  puisque  leur 
résultante  passerait  exactement  dans  ce  cas  par  son 
centre  de.gravité.  Les  trois  momens  d'}ner(ie  priuci^ 
paux  du  sphéroïde  terrestre  seraient  aWrs  égaux 
entre  eux;  on  aurait  par  conséquent /=o,  ce  qui 
donne  c=i,  et  les  valeurs  de  6'  et  4'  se  réduiraient 
aux  suivantes  : 

ô'  i=A4-2-B[cos(*/  +  €)— cos^, 
4'=:— 2,BcotA[sin(^^+e);— sirig}. 

Ces  équations  déterminent  la  variation  de  Tobliquîté 
de  l'écliptique  et  La  précession  des  é<}uinoxe$  qui  au^ 
TÛent  lieu  par  le  seul  effet  du  déplacement  de  Torbe 
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solaire ,  résultant  de  l'action  mutuelle  des  différens 
corps  du  système.  En  les  comparant  aux  formules 
(5)^  on  voit  que  Faction  du  Soleil  et  de  la  Lune 
sur  le  sphéroïde  terrestre  change  considérablement 
les  lois  de  ces  deux  phénomènes  ;  mais  celte  différence 
ne  devient  sensible  qu'après  un  grand  nombre  d'an- 
nées. En  effets  la  valeur  précédente  de  0'  donne,  pour 
la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique ,  en  négli- 
geant les  quantités  de  l'ordre  ^% 

crfl'  =  — ^.S.ABsing. 

Cette  valeur,  en  observant  que  l'on  a  —^bzszl — c, 
coïncide  avec  celle  que  nous  avons  tirée  des  formules 
(5)  et  (s).  La  variation  séculaire  de  Tobliquité  de 
l'écliptique  est  donc  la  même  pour  les  temps  voisins 
de  l'époque ,  que  la  Terre  soit  supposée  s'éloigner  ou 
non  de  la  figure  sphérique;  mais  cette  variation  est 
fort  différente  dans  les  siècles  suivans,  et  dans  les 
suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  les  masses 
des  planètes ,  l'étendue  entière  de  la  variation  de  l'o- 
bliquité de  l'écliptique  est  réduite  par  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre ,  à  peu 
près  au  quart  de  la  valeur  qu'elle  aurait  sans  cette 
action. 

3 1 .  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  l'influence 
du  Soleil  sur  les  déplacemens  de  l'équatcur  terrestre  ; 
considérons  maintenant  celle  de  la  Lune.  Il  est  clair, 
d'après  l'analyse  précédente,  que  l'action  de  la  Lune 
ajoutera  aux  valeurs  de  6  et  de  4"  des  termes  sem- 
blables à  ceux  que  produit  l'action  du  Soleil  ;  mais 
une  circonstance  particulière  au  mouvement  de  cet 
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Sistre  contribuera  à  simplifier  ces  expressions.  L'ob- 
servation montre  que  l'inclinaison  moyeime  de  Forbe 
lunaire  à  Técliptique  vraie  est  à  peu  près  invariable  f 
il  y  a  donc  de  l'avantage  à  introduire  cet  angle  à  la 
place  de  l'inclinaison  sur  Fécliptique  fixe  dans  les 
formules  (i)^  (a)  et  (5).  Pour  y  parvenir^  désignons 
par  y'  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune  sur  Teclîp- 
tique   fixe,   et  par  a'  la  longitude  de  son  nœud, 
comptée  de  la  ligne  fixe  qui  sert  d'origine  à  l'angle 
4/ ,  en  sorte  que  a^  -f*  4  ^^^^  cette  même  longitude 
comptée  de  Féquinoxe  mobile.  Soit  s  la  longitude 
de  la  Lune  comptée  de  la  même  ligne  fixe  sur  l'é- 
cllptîque  invariable.    Il    est   aisé  de    voir  que  les 
latitudes,  par  rapport  à  Fécliptique  fixe  et  à  l'éclip- 
tique  mobile,  seront  respectivement,  aux  quanti** 
tés  près  du  second  ordre ,   tang  y  sin  (s  —  a')   et 
B'sin(5  —  a'),  en  désignant  par  B'  la  tangente  de 
Imclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  Féclip- 
tique vraie  ;  mais  si  la  Lune  était  en  mouvement  sur 
le  plan  même  de  cette  écliptique ,  sa  latitude  au-des- 
sus de  l'écliptique  fixe  correspondante  à  la  même  lon- 
gitude s,    serait  tang  ^ sin  (5 — a).    Cette  dernière 
latitude  est  à  très  peu  près  égale  à  la  différence  des 
deux  premières  ;  on  aura  donc 

tang  y  sin  (s — x) = tang^  sin  [s  — oT)  —  B'sin  {s  — a')^ 

d  où  9  en  supposant  successivement  s  égal  à  zéro ,  et 
s  égal  à  un  angle  droit,  et  substituant  les  angles  y 
et  y'  à  la  place  de  leurs  tangentes,  on  tire 

3^' sin  a'  =  3^  sin  a  -j-  B'  sin  a', 
y cosa'ss  y  cos  a  +  B'  coscl\ 
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Cela  posé  9  les  quantités  y  sin  (^^  +  4^)»  et 
y  cos  (tt'  +  4  )  représentant  les  produits  de  l'in- 
clinaison de  l'orbe  lunaire  sur  Tédiptique  fixe  midti- 
plîoe  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son 
nœud ,  comptée  sur  le  même  plan  a  partir  de  Té- 
quinoxe  mobile }  on  aura ,  en  les  développant , 

y  sin  (a'+  4)  =  y  sîn  a' .  cos  4  +  >'  ^^^  a'  •  sîn  4  ^ 
ycos(a'+4)=ycosa'.cos4 — >' sin  a' «sin  4- 

Si  l'on  substitue^  dans  ces  expressions^  pour  y'  sin  a^ 
et  pour  y  cos«'  leurs  valeurs^  on  trouvera 

y'  sin  (a'4-4)  =  y  sin  (a  +  4)  +  B'  sin  (ûfc'+  4)^ 
>'  cos  (a' + 4)  =  T'  ^^s  (^  +  4)  +  B'  cos  (a'  -|-  4). 

Désignons  par  L'  la  masse  de  la  Lunei^  et  par  a'  sa 

moyenne   distance  à  la  Terre,  et  faisons  -t^  =  A/n*, 

en  sorte  que  A  désigne  le  rapport  de  1  action  de  la 
Lune  à  celle  du  SoleiK  II  est  clair  qui!  suffira,  pour 
avoir  égar^  à  l'action  de  la  Lune ,  de  substituer  Am^ 
a  la  place  de  m!',  et  les  seconds  membres  des  équa- 
tions précédentes,  à  la  place  de  3^  sin  (a^^)eide 

5/ cos  (a  4- 4)  ^°s  ^^^  formules  («).  Qu'on  désigne 
par  c't^C  la  valeur  moyenne  de  la  longitude  du 
nœud  de  l'orbite  lunaire,  comptée  de  l'équinoxe 
mobile ,  la  séiite  à  laquelle  il  soît  nécessaire  d'avoir 
égard,  ce  qui  donne  a'  +  4  =  c'^  +  ê';  qu'on  in- 
tègre ensuite  les  équations  résultantes,  en  remarquant 
qu'on^  peut ,  dans  la  partie  relative  aux  déplaceniens 
de  Torbe  lunaire,  regarder  9  comme  constant  et 
égal  à  A;  qu'on  change  de  plus  /  en  (i  +  A)/,  ou. 
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comme  /  est  arbitraire^  qu'on  suppcfse  que  cette  cons- 
taote  représente  désormais  cette  quantité ,  ce  qui 
donne 

l:=:,^JIÙii±^,(^=^.cosh,      (6) 

on  aura  p  en  ^ertu  des  actions  combinées  de  la  Terre 
et  du  Soleil^ 

fl  =A— 2.— .^cos(^î^4-ff)— cosff] 77—, — : .  cos (c'*+r) , 

Ô'  m  ft— 2 .  -^ '.[cos{ct+  f)— cosC]—       ^     .cos(c'*+C) , 

C  Cil  "^  AI 

^  =lt  +  s .  —  .  cot  /*/i  -f — ^•tang*A  j  fsîii  (c/  +  ff)  —  àîn  ff] 

+  -77-- — -.cot2A.sîn(c'/+C0- 

Dans  ces  formules ,  h  représente  rinclinaison 
moyenne  de  l'équateurà  l'écliptique^  ou  Tobliquité 
apparente  de  l'écliptique  à  1  époque  où  l'on  fait  com- 
mencer le  temps ^  et  /  le  moyen  mouvement  des 
équinoxes  à  la  même  époque. 

D'après  le  sens  dans  lequel  est  compté  l'angle  4  ^  ^"^  ^  ^ 
on  voit  que  le  mouvement  dés  équinoxes  sera  rétro- 
grade^ si  cet  angle  croit  avec  le  temps  t;  or,  le  premier 
terme  de  sa  valeur  surpasse  tous  les  autres ,  et  C  étant 
le  plus  grand  des  trois  momens  d'inertie  du  sphéroïde 
terrestre ,  l  est  nécessairement  une  quantité  positive  ; 
le  mouvement  des  équinoxes  est  donc  réti^grade  à  la 
fois  sur  l'écliptique  fixe  et  sur  Tédiptique  vraie. 


/ 
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Telles  sont  les  valeurs  de  B/^^,  ^,'  4'  qui 
résultent  de  Taction  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le 
sphéroïde  terrestre ,  et  les  formules  précédentes  sont 
celles  qu'il  faudra  employer  pour  déterminer  les 
déplacemens  de  son  équateur.  La  première  partie 
de  ces  formules  donne  la  variation  séculaire  des  an- 
gles ^,  '^fO'  et'^'  ;leur  dernier  terme  est  périodique 
et  dépend  du  mouvement  des  nœuds  de  Torbe  lu- 
naire ;  sa  période  est  d'environ  dix-huit  ans.  Cest  lui 
qui  constitue  spécialement  ce  balancement  particu- 
lier de  l'axe  terrestre  que  Bradley  a  le  premier  dé- 
couvert,  et  qu'il  a  nommé  sa  nutation. 

3:2.  Examinons  rinfluence  du  mouvement  des  équi*- 
noxes  et  des  déplacemens  de  l'équateur  sur  la  lon- 
gueur de  l'anuée  tropique  et  sur  la  durée  du  jour 
moyen.  L'espace  de  temps  qui  s'écoule  entre  les  re- 
tours du  Soleil  au  même  équinoxe  ou  au  même  sols- 
tice, forme   l'année   tropique  j  Tintervalle   compris 
entre  deux  de  ces  retours  aux  mêmes  étoiles  forme 
Tannée  sidérale.  Si  les  équinoxes  étaient  fixes ,  Tan- 
née tropique   serait  égale  à  Tannée  sidérale;  mais 
comme  ils  ontsur  Técliptique  un  mouvement  rétro- 
grade ou  contraire  au  mouvement  propre  du  Soleil, 
ils  s'avancent  au-devant  de  cet  astre ,  et  resserrent 
Tespace  qu'il  avait  à  parcourir  pour  accomplir  sa  ré- 
volution. On  aura  la  durée  de  Tannée  tropique  en 
retranchant  de  Tannée  sidérale  l'arc  parcouru  pen- 
dant ce  temps  par  Téquinoxe  sur  Técliptique  vraie  ré- 
duit en  temps ,  à  raison  de  la  circonférence  entière 
pour  une  année.  Soit  donc  T  Tannée  sidérale ,  la 
longueur  de  Tannée  tropique  sera 
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L  année  sidérale  est  de  365^,256384;  ie  moyen  mou- 
yenient  deséquiuoxes  dans  ce  siècle  est  de  5o'y3757  ; 
Tannée  sidérale  surpasse  dQnc  Tannée  tropique  de 
o'yOi4i-97*  Mais  comme  le  mouvement  des  équinoxes 
est  variable,  la  longueur  de  l'année  tropique  change 
dans  les  différens  siècles  ;  elle  est  «maintenant  d'envi-* 
ron  g"  pi  us .  courte  qu'au  temps  d'Hipparque»- 

On  distingue  en  Astronomie  troijs  e^cesde  jours  : 
le  jour  sidéral ,  le  jour  solaire  et  le  jour  moyen.  Le 
jour  sidéral  est  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule* 
entre  les  retours  d'une  même  étoile  à  un  méridien 
donné.  Le  jour  molaire  se  mesure  par  les  passages  suc- 
cessifs du  Soleil  par  le  même  plan.  Si  l'on  imagine 
dans  le  plan  de  l'écliptique  un  Soleil  fictif  qui  se 
meuve  d'un  mouvement  uniforme  et  passe  au  périgée 
et  à  l'apogée  en  même  temps  que  le  Soleil  véritable;' 
que  l'on  imagine  ensuite  dans  le  plan  de  l'équateur  un 
troisième  Soleil  qui  passe  par  Téquinoxe  du  printemps 
en  même  temps  que  le  second,  et  qui  se  meuve  uni-' 
formément,   de   manière  que   les  distances  angu- 
laires de  ces  deux  astres  fictifs,  au  même  équinoxe 
soient  constamment  égales  entre  elles ,  l'intervalle  de 
deux  retours  consécutifs  de  ce  troisième  Soleil  au, 
méridien  sera  ce  qu'on  appelle  le  jour  moyen.  Le^ 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son 
axe  étant  uniforme,  n^  ao^et  Je  moyen  mouvement  du 
Soleil  dans  son  orbite  étant  invariable,  n*  6i ,  liv.  II, 

la  durée  du  Jour  moyen  aérait  constante^  ai  l'obliquité' 
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de  l'édiptique  était  toujours  la  même  et  si  le  mou- 
vement des  équinoxes  était  uniforme  :  les  variatioDs 
auxquelles  elle  peut  être  assujettie  ne  dépendront 
donc  que  des  variations  séculaires  de  l'obliquité  de 
Vécliptique  et  de  la  précession  des  équinoxes. 

Pour  les  déterminer,  considérons  la  marche  da 
Soleil  pctif  que  nous  avons  supposé  en  mouvement 
sur  le  plan  de  l'équateur*  Soit  v  la  vites^  dont  cet 
astre  est  animé ,  s  sa  longitude  comptée  de  Tinter- 
section  de  1  equateur  avec  l'édiptique  fixe.  La  posi- 
tion de  cette  ligne  varie,  et  son  mouvement  rétrograde 
projeté  sur  le  plan  de  1  equateur  sera  ^^'^^^P^^" 
dant  l'instant  dt  ;  on  aura  donc  ^  à  la  fin  de  cet  ins- 
tant, 

ds  z=:^y.dt'^  d'^.cosQ. 

Nommons  s' la  distance  du  même  Soleil  à  réquinoxe 
réel,  c'est-à-dire  à  l'intersection  de  l'équa leur  avec 
Técliptique  vraie  ;  s — /  sera  l'arc  compris  sur  l'équa- 
teur  entre  l'équinpTce  réel  et  l'équinoxe  relatif  à 
l'écliptiqiie  fixç.  Nous  avons  désigné  par  x  ce^ 
même  arc  dans  le  n^  tq;  on  aura  donc,  à  très  peu 


\  • 


près 


f 


>{ 


4Foii,  en  différenciant  et  mettant  pour  1/5  sa  valeur^ 
on  tire 

-^  =CkV  ^-  -jf ,  COSB  --^  - — ' r-^,— '. 

al  af  sm  é 

Soêt  mt  le  nioijn^nMntaAgaiaiie  da  «seGOiiid 'Soleil  ;  ou 
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d^  l'â^a  fictif  qui  se  meut  uniformément  sur  le  plan 
de  rédiptique  yraîç;  la  yite9$^  d^  ce  SoleU^  par  rap-^ 
port  à  une  ligne  fixe^  sera  m»  L  equinoi/e  réel  a  ^  re-*- 
Jativemeot  à  U  même  ligne ,  une  vitç$ae  rétrograda 

■j-;  la  vitesse  du  second  Soleil^  par  rapport  à  cet 

équiûoxe,  «era  ^om:  m  -4^  -^*  Or,  d'après  la  défini-r 
tion  du  temps  moyen,  il  est  clair  que  cette  vitesse 
doit  être  égale  ^-j;  »  on  aura  donc,  pour  déterminer 
y  y  l'équation 

'     dt         dû  sin  é 

Nous  ayons,  par  le  n""  2g, 

-^  =  r^  —  cos  d.  2  .Bc .  cos(cl -f-  €) , 
on  aura  donc 

Si  Von  substitue  dans  cette  équation  pour  ^4  ^ 
valeur,  et  si  l'on  met  A  à  la  place  de  4 ,  on  trouve 

B/* 

T=:m+  (i  —  ces  A)./ — sinh.X. —  .cos(ct+C) 

c 

4-(i  ---co5A).2.rr-r~n.taagA4-/eo«A  |.Boof(^#+C) 
I  —  cos  A  ^  _  r      .   /^         ' 

— ^j-g .Z.Bç.CQ9(c/+Q. 
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'  Nous  avons  désigné  par  n  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre  >  et  nous  avons  vu  que  cette  vitesse  était 
invariable  ;  il  s'ensuit  que  n-^  v  est  la  vitesse  relative 
dont  un  méridien  quelconque  de  la  Terre  est  animé 
par  rapport  au  Soleil  moyen  qui  se  meut  sur  Téqua- 
teur;  si  Ton  nomme  donc  Ç  la  longitude  de  ce  méridien 
comptée  de  ce.  point ,  on  aura  ^zssf{n — v).ûfc,  ou 
bien  en  substituant  pour  v  si^  valeur  et  en  effectuant  | 
l'intégration  indiquée, 

c 
—  (i  —  cosA}.S.    ( /j.tangA+^cotA   j.— .sîn(c/-M 

I  — 'cos  h       -    ,    ^      ,  M^ 
r— i— .S.B.sin(c/-4-C). 

L'intervalle  de  tem(ps  pendant  lequel  cet  angle 
croit  de  56o'  forme  le  jour  moyen  solaire;  on 
aura  donc  sa  variation  séculaire ,  en  retranchant  la 
valeur  de^,  déterminée  pour  une  époque  donnée,  de 
sa  valeur  à  une  autre  époque.  On  verra  que  cette  va- 
riation ne  s'élèverait  pas  à  quelques  minutes  dans  une 
période  de  plusieurs  millions  d  années ,  et  que  par 
conséquent  on  peut  se  dispenser'  d'y  avoir  égard. 

35.  Réduisons  en  nombres  les  précédentes  for* 
mules,  pour  les  comparer  aux  observations.  Pour  cela, 
considérons  d'abord  les  quantités  Z  •  B  sin  (bt  +  €)  et 
2.Bcos(ir  +  S)  qu'elles  renferment  et  qui  repré- 
sentent l'inclinaison  de  Fécllptique  vraie  sur  réclip- 
tique  fixe ,  multipliée  respectivement  par  le  sinus  et 
le  cosinus  de  la  longitude  de  son  nœud.  Ces  quantités 
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correspondent  à  celles  que  nous  avons  désignées  par 
pei  q  dans  le  n^  6g  du  livre  II  ;  on  aura  donc 

/?  =  2.B  sin(*^  +  €),     y  =  2.B  cos(*^+  ^). 

La  détermination  exacte  dés  valeurs  de  ^  et  ^  dé- 
pend d^un  calcul  très  compliqué  ^  et  suppose  une  con- 
Daissance  parfaite  des  masses  planétaires  ;  il  reste  en- 
core trop  d'incertitude  à  cet  égard,  pour  qu'on  puisse 
employer  la  méthode,  que  nous  avons  présentée 
n'*  69 ,  livre  II ,  dans  la  recherche  qui  nous  occupe. 
Mais  comme  les  inégalités  séculaires  de  ces  quantités 
^  croissent  avec  une  extrême  lenteur ,  on  peut  les  sup- 
poser développées  suivant  les  puissances  du  temps , 
conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n*  cité, 
et  les  résultats  que  Ton  obtiendra  ainsi  pourront 
s  étendre  à  mille  ou  douze  cents  ans  avant  ou  après 
l'époque  que  Ton  aura  choisie ,  ce  qui  sufEt  aux  be- 
soins de  FAstronomie.  En  prenant  pour  plan  fixe 
celui  de  Técliptique  au  commencement  de  1750^  et 
fixant  à  cette  époque  l'origine  du  temps  t,  M.  Bou- 
vard a  trouvé  y  d'après  Les  données  les  plus  exactes 
que  nous  ayons  sur  les  masses  des  planètes , 

p=z       t.  o",o663 1 4  +  iV  o",oooo  1 8658 , 
(jf  =  —  i.o",4569i7  -H  ^*.o", 000005741, 

t  exprimant  un   nombre  quelconque   d'années  ju- 
liennes. 

Si  l'on  développe  les  valeurs  de  p  et  y ,  par  rapport 
au  temps ,  on  aura 

Tome  IL  17 


7=±=2.Bcosg — t.X.BbsinQ .S.B&'cos^. 

En  comparant  ces  valeurs  aux  précédentes^  on  trou' 
vera 

S«%cosb=:o,  S,B&co5CssoV663i4i  £.B&'«osGsz — oVo^^'i 

54-  Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  ô,  4>  ^\ 
•4'  en  ayant  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  da 
temps.  Prenons,  pour  plan  fixe,  celui  de  FécUplique 
eti  lySo,  l'origine  du  temps  étant  fixée  au  i**"  janvier 
delà  même  année,  ce  qui  donne  2.B  sin  C  =  o,  et 
S .  B  cos  ^  =  o.  Si  pour  abréger  on  fait  cU + ^' = A, 
et  qu'on  observe  que  cz=:t'\-b ,  en  négligeant  dans 
uufe  première  approximation  les  quantités  de  l'ordre 
du  carré  des  forces  perturbatrices ,  ce  qui  révient  a 
régarder  8  comme  constant  dans  les  équations  diffé- 
rentielles du  n*"  26,  on  aura  * 

e  =zh-j — .2.B/6cosC 7- — - — T. cos  A, 

6'=A~*.S.BôsinC .S.B.(/+6).&cosC---r— -^.cosA, 

,      2B7a         ,    ,     .    , 
+  -TT r-cot  sA.sin  A. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  dans  ces  fbrnouH 


J 
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à  la  place  des  constantes  qu  elles  renferment ,  leurs 
valeurs  résultantes  des  observations.  Si  l'on  fait  abs- 
traction ^e  la  partie  périodique ,  h  désigne  FoMiqmté 
de  récliptique  à  Téquateur^  au  ooounencement  de 
lySo;  la  constante  /  d^peud  deé  trois^moiiiens  d'i- 
nertie du  sphéroïde  terrestre.  La  figure  et  la  cons- 
titution du  globe  sont  loin  d'être  assez  bien  connues 
pour  qu'on  puisse  déterminer  directement  cette  cons- 
tante; mais  en  différenciant  la  valeur  de  '\\  et  sup- 
posant /  =  o  dans  sa  différentielle  ^  on  a 

-y^  t=r  /  —  cot  A.S.B*  cosg; 

dt  /.  . 

c'est  l'expression  de  la  précession  moyenne  des  équi- 
noxes  pendant  une  année  julienne^  pour  l'époque 
où  commence  le  temps  t  :  on  peut  daM  »  au  .moyen 
de  réquation  précédente  i  déduire  la  valeur  de  /  de 
celle  de  cette  précession  doniiée  ipar  ^es  observiations. 
La  précession  annuelle-  4tail  -en  a  760  «de  ' So^ySy^yi^y 

par  conséquent, 

...  .  ■ .  *' 

*  •  * 

/  —  cot  A .  2 .  Bi  cos  ^  =  5o",  57572 . 

L'obliquité  de  récliptique  à  la  même  époque  était 
de  25^  28'  1 8"  j  on  aura  donc 

A=:23°2»'ï8^     /=:5o%*52844.'   * 


Le  rapport  p  de  l'action  de  la  Lune  à  celle  du  So- 

^  •     .  .  •.         :..■•• r  \  .   _       • 

leil  est,  d'après  le^  observatioa&  des  iâaréi8s;::».3535S, 
par  conséquent ,       -  -  — :  / 


•  • 
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A  ==3.55535. 

La  €Oûstante  B'  est  la  tangente  de  l'inclinaison 
moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  Tëdiptique  vraie. 
Cette  inclinaison  est  de  5*  8^49^'  ;  on  a 

logB' =8.9545975; 

c'  est  le  moyen  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune 
pendant  l'unité  de  temps ,  c'est-à-dire  pendant  une 
année  julienne;  ce  mouvement  est  rétrograde  et  de 
i9^:2i':2i''^  d'après  les  observations.  En  réduisant  cet 
arc  en  parties  du  rayon ,  on  aura 

c'  zzz,-^  0.55782. 

Enfin  ^  m  étant  le  moyen  mouvement  du  Soleil 
pendant  l'année  sidérale  de  565^^:25658,  pour  le  rap- 
porter à  la  même  unité  de  temps  que  les  valeurs  pré- 
cédentes, on  fera  la  proportion 

565^,25658  :  56o«  ::  565';25  :  m, 

d'où  Ton  tire 

171=  559^59' 57". 

D'après  ces  données,  on  trouvera  pour  les  valeurs 
de  0,  y,  'vj.  et  4',  après  un  nombre  quelconque  ^d'an- 
nées juliennes  comptées  de  1750  , 

6  =23«»28'i8''4-  ^ .  oVoooo8o978+9",426 .  cos  A , 

V  =23*28'i8''— ^.o'',4569i7— ^•.o'',ooooo2357+9'',426.co5A, 

4^  =^,5o'',52844 — /•.o'',oooio427 — i7"6i5.sînA, 
^^''=^  5o",37572  -}- ^. o",ooo  109758-^1 7%6i 5. $in A. 


DU  SYSTÈME  DU  MONl^.  261 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  FoMiquitë  de 
lediptique  et  la  précessioa  des  ëqnînoxes  dans  l-in-i 
tervalle  de  mille  ou  douze  cents  ans  à  partir  de 
l'époque  de  ij5o,  en  ayant  soin  de  faire  t  négatif  pour 
les  temps  antérieurs  à  cette  époque. 

35.  On  peut^  par  les  y ariations^  observées  dans  Tas- 
cension  droite  et  la  déclinaison  des  étoiles^  déterminer 
directement  celles  de  d  et  de  4  J  c'est  ainsi  que.Bradr- 
ley  a  trouvé  le  coefficient  de  cos  A  ou  de  la  nutation  : 
ce  coefficient^  selon  lui ,  serait  de  &',g^'j.  Maslelyne, 
en  discutant  avec  plus  dfe  soin  lès  observations 
qui  avaient  servi  à  rétablir'.  Ta  trouve  de  9",449>  ^*> 
suivant  M.  Brinkley,  il  est  de  g",25ô.  Ces  derniers 
nombres  se  rapprochent  beaucoup  dù'coeffîciënt.de  là 
théorie,  et  la  diflerence  est  dans  lès  limites  dèserreurs 
des  observations.  11  suffirait ,  pour  la  faire  disparaître^ 
de  changer  un  peu  la  valeur  de  A,  que  nous  avons  sup- 
posée égale, à  2.35335.  Laplace,  diaprés- llss^  obser^ 
valions  des  marées ,  avait  d'abord  trouvé  cette  valeur 
égale  à  3;  il  a  été  obligé,  ensuite  de  la, diminuer 
beaucoup,  ce  qui  la.  rend  plus  concordante  avec  celle 
qui  résulte  dé  plusieurs  autres  phénomène^.  La  valeur 
dç.X  que  nous  ayons  .adoptée  d'après  l»i^  donne 
pour  la  masse  de  1^  Lune.^  de  celle  ^e  la  Teiîre;;irfle 
est  peut-être  encoi;e  qn  peu  .tropfdrte>  ;  :  % , 

L'unedesobsei^atiOQs les  plus  anei^imes  qui  nous 
soient  parvenues ,  est  l'ohsN&rvatioa  chinoise  citée 
dans  la  quatrième  édition  de  l'i^j^j^ari^iait  du  Sys^ 
terne  duMonde  y  et  qui  se  rap^rte  à -l'an  1 1.00  avaM 
Vère  chi^étienne.  Selon  cette  obstervàtion ,  l'obliquité 
de  rédiptique  était  alors  de  a5®54'2.'';  c'est  la  valeur 
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^  â'^:ftb$l)ra4:tion:  faîte  de  la  partie  périodique  «  Four 
reiQOO^  k  certf e ,  époqu  e  v  il  '£uit  faire  ras  -«^  aSSo 
âs^m.  les  forimiles  pvocédepies  ;  oa  trouvé^  alors  ^  en 
coiisidéffant'iiae  la  (Torââtioit  séculaire- , 


•    -  « 


.   .%  •  •  '■  '  ', 

La  différence  entre  la  théorie. et  robserYation  est 
donc  4e  4'^9'?  ?^^®  semblp  indiquer ^  dans  Tobliquité 
de  recUptique ,  une  diqiinutipn  plu9  rapide  que  nous 
ne  la  supposons.  Au  reste^  cettç  dîfféreuce  paraîtra  bien 
petite^  si  Fou  considère  rio^pjtitujd^  de  répoç^ue  pré- 
cise de  cette  ancienne  obsert^ation^  et  ripexaçtitade 
des  résultat^  du  gnpTUQu  qui  lui  but  servi  de  base^ 

36.  Ou  a,  par  les  observations^ 


•  \   f 


..  ..^ 


■■'■■  -  -^==.0,0748. 
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Ge«fe.v#Je«if>  jjAitft  à  celle  de  /,  A,  A,  «^.  B'  et  <! 


<  \  < 


•  »  »       I  ;  '    '  '.     :  .  • 


fif^  =     o"^$  I  <gi.cbs  p(^+o'Vo92 .  ço5:K''-r-o",o9i  67  .cossA. 
'i'i^==---i'^i96.sînâi^~p'^,2ii  .sin.2/-|-:o";,84445'Siû2A, 

valcntrs  qti'itfaadra  jo)tid«*è  à  celles  die*  9  et  èiéj\  pour 
•livoir  lôs^  valeurs  '  complètes  de  ces  *  quantités^. 

Les  deux  preûiiers  termes  dé  4*^  et  de  «^  dS^en- 
deat  du  moUTewient  *dii  Sôteîî  ëf  dô  laXune  dans 
leurs  tCHrbitès;>  Les  és^oirotues  ii«  les  àvafetrt  ]bas  con-* 
^d^és'jussft^ici;  âiâiska  préc%S!oli  des  blisertaf ions 
SBoderoeS'  obligé  d  «jr^^ttHr  ^aiif'd  •  -  Ils  avaient  jpareil- 
laBwbt  iiëglî^^te&iiA^gaKt^  dt  k  précèssfon  et  de  la 
ntUlatiosi  ^  4épeidètit  dudôuMe  de  la 'longitude  du 


BCBud  ^e^h  l4Wa;|  m  voit  q^eU^  ^t.en  e^ttcè^ 
petltçs  ^  par  rapport  n^uap  inégpliié^  q«i  depefci^pt  d^ 
la  loogitvide  4h  iwinç^uœ^d^  ]VL  Besçela  le  premiei; 

rioegaj^té  cof rejipo^ij^n*?  :  dç  lî^  pi:çjçe$siQii  qui  ^  ^ 
conHne  on.  yp^t^^i^  <;9f%îent.,n«^  pAwf  Qfln?- 
sidéràble.  v.     . 


(  t  ,1 


57.  Rien  n*ést  plus  façîïe  que  de  déterminer,  d^àprès 
les  re'sultats  precedeûs,  les  dimèhsîons  de  la  petîte 
ellîpse  que  BfadTey  avait  îraaeînéfe  pourj  représenter 
les  inégalités  dû  nlouvemètif  de  Paie  de  la  Terre.  En 
effet,  on  peut  regarder  la  précëssipn  *vf.  des  e'^quiuoxesj 
sur  réclîptîque  fixe^cottïniie  ^prodliitepar  le  mou^e* 
ment  rétrograde  du'pôle  de  r^quateùr  sur  uni  cercle 
parallèle  à  cette  écliptiqùe  ;  Ce  nriôuvement  est  éjgal 

Beitiotisidérant  que  la  pîindpale  inégalité  périodîq[n» 
de  ^|/.  L'inégalité   ,  .  cps  A  de  la  valeur  (Je  Q,  în- 

4iq w  d>illç?^ 4an^  Ta^ç  l^r^-f 8^y^ .^n  «^ï^v/^ndsçiit 

qui  se  fait  dans  le  plan  ducercl^^^rlètiHluikq^î  PA$M 
par  CQt  ;>3fiei,  Ç^  4oiiWei  IP9^yftnWût  p^.'ïat  êt^«  repré- 
senté de  la  manière  suivante  :  on  suppose  le  pôle 
terrestre  mu'  sur  la  cirdonf^rence  dnhe  petite  ellipse 
dont  le  ç^ptre^  (ju'q^  peut,  coijsi^ç^çjC,  W^TOe  liç  1^^ 
moy^^dft  jH>lç^  est^^itPf^surlççercij.piené,^ 
menta  1  ecliptique  fixe,  et  décrit  uniformément  cU^i^ 
année  5o",52844  de  sa  circonférence.  Le  plan  de 
eette  ellipse  est  «ifcfi^iit*  à  la  gpkèr^^  éétëste  ^  et  son 


264  THÉORIE  ANALYTIQUE 

grand  axe,  toujours  compris  dans  le  plan  d'un  cercle 
de  latitude^  sous-tend  un  arc  de  i8'',852.  Le  petit 
axe  est  au  grand  axe  comme  le  cosinus  du  double 
de  l'obliquité  de  l'écliptique  est  au  cosinus  de  cette 
oUiquitë^  c'est-à-dire  comme  cos  2h  esta  cos  h  ;  cet 
axe  sous-tend  un  arc  de  i4",o53.  Pour  déterminer 
la  position  du  pôle  sur  la  circonférence  elliptique, 
on  imagine ,  dans  le  plan  de  l'ellipse ,  un  cercle  dé- 
crit du  même  centre ,  avec  son  grand  axe  pour  dia- 
mètre. On  conçoit  ensuite  qu'un  patron  de  ce  cercle 
le  pai'court  d'un  mouvement  uniforme  et  rétrograde, 
pendant  une  pério^  des  noeuds  dé  la  Lune,,  de  nia- 
nière  qu'il  coïncide  avec  la  m^oitié  du  grand,  axe  la 
pli^  YQÎsioe  de  l'écliptique ,  toutes  les  fois  qu.e  le 
:aœud  moyçn  asceudant  de  l'orbe  lunaire  coïncide 
^yeç  l'équînoxe  du  printemps.  Enfin,  de  l'extrémité 
de  ce  rayon ,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le 
grand  axe  de  l'ellipse ,  et  le  point  où  cette  perpen- 
diculaire rencontre  sa.  circonférence  est;  {e  yrai  lien 
du  pôle  terrestre. 

38.  Déterminons  maintenant  les- variations  de  l'an- 
née tropique ,  dn  jour  moyen  et  du  temips  exprimé  en 
jours  moyens  solaires^. 

La  valeur  de  4'  donne ,  en  la  différenciant, 

-^  =  5o[',5,j572  H-  t.o'\ooo2  ig5i6. 

Cet  arc  réduit  en  temps,  à  raison  de  la  circonférence 
entière  pour  une  année  sidérale  de  S65?,  25638  > 
donne 

-^  =  qVoi4ï97  +•  «..o/^OQOOQ!6i86d;u 
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i  désignant  un  nombre  quelconque  de  siècles  dont . 
l'origine  est  en  lySo.  La  longueur  de  l'année  tro- 
pique sera  donc 

365^,24319  —  i.  0^,000061 868. 

Il  s'ensuit  que  cette  longueur  diminue  d'une  demi- 
seconde  à  peu  près  par  siècle.  Si  Von  lait  1=^—18,78,^ 
on  aura  la  longueur  de  l'année  tropique  qui  avait  lieu 
au  temps  d'Hipparque ,  ou  cent  vingt-huit  ans  avant 
Fère  chrétienne. 

Si  l'on  développe  la  valeur  de  Ç  du  n**  32 ,  qu'on 
néglige  les  termes  de  Tordre  /*,  et  qu'on  arrête  l'ap- 
proximation au  carré  du  temps  ^  on  trouvera 

en  faisant,  pour  abréger,  , 

H==ri.s.Bi*sînff+2.BZ&.sinff/i  +  ^^l.  tangi  h. 

Le  jour  moyen  est  l'intervalle  de  temps  qui  répond 
à  une  augmentation  de  36o^  de  Fangle  ^  ;  en  appe- 
lant donc  u  sa  longueur ,  on  aura 

36o»=[»-in-(i-co8A).(/-i-^^^)].„+aHto(*). 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  temps  le  jour  moyen 
à  1  époque  où  commence  le  temps  t,  en*  faisant  dafns 
1  équation  précédente  u=ii,  tz=:o,  on  aura,  pour 
cet  instant, 

36o«  =  /i—  m  —  (i  —  cos  h) . (j^^\^^y 
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Pomr  Fappovtev  à  k  nouvelle  unité  de-  temps  le  der- 
nier terme  de  cette  équatkm  ^  il  faut  y  substituer , 
pour /et  2.B&  sin  €,  leurs  valeurs  précédentes^  après 
les  avoir  divisées  par  565,25,  parce  que  ces  valeurs 
sont  relatives  à  une  année  julienne.  Ce  terme  devient 
alors  inutile  à  considérer.  La  valeur  de  m  donnée  par 
l'observation  et  rapportée  à  la  même  tmite^  est 


/»=a  0^,98561  ; 
on  aura  donc 

re  =irr  56o%9856i  V 

et  la  longueur  du  jour  siddral^  exprimé  en  joufs 
moyens,  était  par  conséquent  de  0,997:262  a  l'époque 
de  1756. 

Si,  après  avoir  divisé  les  valeurs  de  2.B6*  sin^  et 
de  I.Blb  sin  € ,  par  le  carré  de  565,25,  pour  les 
rapporter  k  la  nouvelle  unité  de  temps,  on  les  substi« 
tue  dans  l'expression  dé  H ,  on  trouvera 

'  „ o^ooooîSoS'i 

L'équation  (a)  donne 

-.1       -  •  ^ 


.  ^  ):^-    ■  ~.  •     "^     am 


36o«' 


#   * .    »  » 


SoÂt.dmc  i  nUi  nombre  quelooo^pe  de  siècles  ëeçvléi 
depuis  i^75o,  on^aura, par krgraiideùrda  jovrmoyea 
à  cette  époque, 

^^  £.o'',ii843i 


(ro^çoo)* 
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d'où  Ton  voit  que  sa  diminution  séculaire  sera  tont-^ 
à-faît  insensible,  ^     - 

Si  l'on  fait  w  =  t.36o%  la  variable  t  sera  la  me- 
sure àxk  temps  eç  jours  moyens,  et  d'après  les  valeurs 
préc^entes  de  u  et  de,  ^H,  on  aura  : . . 

r* . O . 0000002 1628 


t=2T  — 


(365a"5)* 


Le  temps  t  n'est  donc  pas  rigoureusement  pro- 
portionnel à  t;  maïs  comme  le  second  tertné  'âé 
Te'quation  précédente  est  insensible,  *èà  considérâtiott 
est  inutile  aux  astronomes ,  et  Pbn  peut  continuer, 
sans  inconvénient,*  a  prendre  le  jour  moyen  solaire 
pour  servir  de  mesure  au  temps.  ' 

59.  La  théorie  donne  le  moyen  de  déterminer  les 
rapports  qui  existent  entre  la  précession  et  la  nutation^ 
et  les  lois  dé  la  deùsite  et  de  Telliplicité  des  coriches 
de  la  Terre,  de  sa  surface  au  cetrtrte.  En. effet ,  si  dans 
Féquation  (6),  n*  Si,  on  substitue  pour  /,  A,  k,  leuts 
valeurs  n*  34^  en  observant  que  la  valeur  de  fn  rap- 
portée à  la  même  unité  de  temps  que  /  donne     '    ' 

/7i  =  359%9937i, 
et  que  l'on  a  en  outre 


—  =  0.0027303 , 
on  tirera ,  de  cette  équation 

aC—k  —  B  ^ 

=  0.00019012  ; 

et  comme  on  a,  à  très  peu  près,  A  =  B,  il  en  ré-^ 
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sultera 

~     =  o .  ooSogSoô'. 

rious  reviendrons  sur  les  conséquences  dë^  cette 
équation ,  quand  nous  nous  occuperons  de  la  figure 
des  corps  célestes.* 

40.  Nous  avons  jusqu'à  présent  regardé  le  sphé- 
roïde terrestre  comme  entièrement  solide  ;  cette  sup- 
position n'est  point  parfaitement  exacte,  et  pour  que  les 
résultats  de  la  théorie  précédente  fussent  rigoureuse- 
ment applicables  à  la  Terre ^  il  faudrait  avoir  la  certi- 
tude qu'ils  ne  sont  pas  altérés  par  les  oscillations  et  les 
frottemens  du  fluide  qui  la  couvre  en  très  grande  partie. 
C'est  ce  que  Laplace  est  parvenu  à  démoatrer  par  une 
savante  analyse  qui  l'a  conduit  à  cet  important  théor 
rèxne  que  nous  nous  contenterons  de  rappeler  ici: 
Les  phénomènes  de  la  précession  des  équinoxes  et  de 
la  natation  de  Vaxe  de  la  Tevre^  sont  exactement  les 
mém^  que  si  la  m^r  formait  une  muasse  solide  avec 
elle. 


<  I 
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CHAPITRE    VI. 


Mouvement  de  rotation  de  la  Lune  j  autour  de  son 

centre  de  gra^fité. 

4i .  Un  phénomène  extrêmement  remarquable  dans 
le  système  du  monde ,  et  qui  parait  avoir  été  connu 
de  tout  temps ,  c'est  que  la  Lune ,  dans  son  mou- 
vement de  révolution  autour  de  la  Terre,  nous  pré- 
sente toujours  la  même* face.  L'explication  que  les 
anciens  astronomes  avaient  donnée  de  ce  singulier 
phénomène  était  erronnée;  c'est  à  Hévélius  et  à 
Newton  que  l'on  doit  la  connaissance  de  sk  véritable 
cause.  Us  montrèrent  que  pour  en  rendre  raison, 
il  fallait  supposer  une  égalité  parfaite  entre  le  mou- 
vement de  révolution  et  le  mouvement  de  rotation 
de  la  Lune;  d'où  il  résulte  qu'à  mesure  que  son 
centre  de  gravité  s'avance  sur  l'orbite  qu'il  décrit  au- 
tour de  la  Terre ,  l'axe  du  sphéroïde  lunaire  qui  est 
tourné  vers  nous  décrit  par  un  mouvement  contraire 
le  même  nombre  de  degrés ,  en  sorte  que  ce  second 
mouvement ,  ramenant  sans  cesse  vers  le  centre  de  la 
Terre  le  même  hémisphère  de  la  Lune,  toutes  les 
autres  parties  de  sa  surface  nous  restent  à  jamais  ca- 
chées. Bientôt  après,  Dominique  Cassini,  par  une 
observation  plus  attentive  encore  des  taches  de  la 
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Lune  ,  découvrit,  dans  son  mouvement  de  rotation, 
de  nouveaux  phénomènes;  il  reconnut,  i*.  queVincU" 
naison  de  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  à  Vécliptiqm 
est  invariable  ;  2*.  7«e  les  nœuds  de  son  équateur 
coïncident  constamment  at^ec  les  nœuds  de  sonorhite^ 
c^est-à-dire  que  les  plans  de  ï équateur  et  de  Forbite 
lunaire  coupent  toujours  celui  de  Vécliptique  suimnt 
ia  même  ligne  droites  Ces  deux  importantes  décoa- 
vertes,  les  plus  belles  peutêtre  dont  nous  soyons  rede- 
vables a  ce  grand  astronome ,  et  que  les  observations 
de  Tobie  Mayer  et  de  Lalandeont  depuis  confirmées, 
complètent  la  tliéorie  astronomique  du  mouvement 
de  rotation  de  laLune.^  et  ont  permis  aux  géomètres 
de  chercher^  avec  le'çecours  de  lanalyse,  1  explica- 
tion iJiysiqoç  des*  sing4i}iei^  phénomènes  que  ce 
mouvecoent  nous  présente. 

P'Alembext  tenta  le  premier  cette  entreprise.  Il 
essaya  d'appliquer  à  la  Lune  ses  formules  de  la  pré- 
cession des  équinoxes;  mais  la  lenteur  du  mouve- 
Pfient  de  rotation^  de  cet  astre ,  et  surtout  la  circons- 
tance particulière  de  1  égalité  de  ce  mouvement  à  celui 
de  révolution,  exigeait,  pour  traiter  cette  question, 
jo^ne  analyse  toute  nouvelle ,  et  celle  qu'employa  d'A- 
l^mbert  le  conduisit  à  des  résultats  inexacts. Lagraiige 
i&ut  plu$  de  succès,  et  son  Méiaaoii^e ,  qui  remporta  le 
p^ix  proposé  par  T Acadéjcnie  des  Sciences  pour  1 764» 
^pinjt  à  celui  qu'il  publia  en  lySo  dans  les  Mémoires 
de  Berlin,  renfqrmje  la  théorie  coiriplèle  du  mouvfr* 
inent  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  centre  dei 
gravité.  1 

Lagrange  doi^ne  d'abord  l'explication  du  phéno- 
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mène  que  Voh  a  nÉômiaia  ia  libraûhn  en  longitude  ;  il 
montre  <}a  il  est  du  à  ce  que  régalité  du  mouveineut 
moyen  âe  révolution  etderotatioiide  la'Lune  n'ayant 
poioteté  rigoureusement  exacte  à  l'origine  des  temps^ 
ce  qui  paraitrait  en  e&et  infiniment  peu,  yraisejoaLbr- 
ble^  il  en  e^  résulté  une  espèce  de  balancement  dans 
faxe  du  sphéroïde  lunaire  dirigé  vers  la  Terre  qui  le 
fait  osciller  de  part  et  d'autre  du  rayon  vecteur 
mené  du  centre  de  la  Terre  à  celui  de  la  Lune^ 
comme  un  pendule  oscille  sans  cesse  autour  de  la 
verticale  dont  on  l'a  légèrement  écarté.  Après  avoir 
développé  -les  lois  de  la  libration  en  longitude, 
ainsi  que  les  petites  inégalités  qui  TOsultent  dans  Je 
mouvement  de  rotation  des  inégalités  du  mouve- 
ment de  révolution ,  passant  à  libration  de  la  Lune 
en  latitude,  par  un  choix  de  variables  extrême- 
ment ingénieux ,  et  qui  a  été  utile  dans  un  grand 
iionibre  de  questions  de  la  Mécanique  déleste ,  il  par- 
Tient  à  déterminer  les  lois  du  mouvement  de  l'éqiiKa- 
lear  lunaire.  U  montre  que  l'inclrnaiscM  de  l'axe  de 
K)tation  de  là  Lune  est  constante ,  et  que  le  singki- 
tier  phénonfiènè  de  la  eoïticrdence  des  nœuds  de  «on 
Equateur  et  de  son  orbite ,  en  est  une  iconséquenoe 
immédiate.  Pour  que  cette  coïncidence  existe>  il 
fiW  pisis  nécessaire  qu'elle  ant  en  lieu  rigooreusement 
à  lorigme  du  mouvement ^  iL suffit  que  la  diffénsnce 
^i  existait  à  c^te  époqtfe  entre  les  positions  des 
nœuds  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaire  ait  (été 
très  petite;  l'attraction  de  la  Terré  a  établi  ensuite 
et  maintiendA  "étermllemeiit  la  coïncidence  de  leors 
Qtieuds  m&yens. 
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Cette  belle  analyse ,  comme  la  plupart  de  ceUes 
que  nous  a  laissées  Lagrange^  a  presque  épuisé  la 
question  qu'elle  avait  à  traiter^  et  les  géomètres  qui 
s'en  sont  depuis  occupés^  n'ont  fait  que  la  simplifier 
et  ajouter  aux  inégalité#de  la  libration  en  longitude 
et  en  latitude  déterminées  par  lui,  quelques  inégalités 
nouvelles  qui  sont  très  petites  en  elles-mêmes ,  mais 
auxquelles  la  précision  des  observations  modernes 
obligera  désormais  d'avoir  égard.  C'est  ainsi  que 
M.  Poisson ,  en  discutant  avec  un  nouveau  soin  les 
inégalités  de  la  libration  en  latitude ,  en  a  reconnu 
une  qui  dépend  de  la  différence  en  longitude  du 
nœud  et  du  périgée  lunaire,  et  qui  peut  devenir 
sensible  ;  mais  il  s'est  assuré  en  même  temps  qu'elle 
était  la  seule  de  cette  espèce  qui  eût  été  omise  dans 
l'analyse  de  Lagrange  et  de  Laplace,  en  sorte  que 
toutes  les  autres  inégalités  auxquelles  ils  s'étaient  dis- 
pensés d'avoir  égard  pouvaient  en  effet  être  né- 
gligées. 

On  doit  donc  régarder  comme  complète  la  théo- 
rie physique  de  la  libration  de  la  Lune;  la  seule 
chose  qu'elle  laisse  encore  à  désirer,  c'est  un  assez 
grand  nombre  d'observations  pour  fixer  avec  préci- 
sion les  données  que  l'analyse  emprunte  à  l'Astrono- 
mie ,  surtout  celles  qui  déterminent  les  rapports  des 
momens  d'inertie  des  trois  axes  principaux  du  sphé- 
roïde lunaire ,  et  qui  fournissent  par  conséquent  des 
notions  exactes  sur. sa  figure.  M.  NicoUet  a  déjà  exé- 
cuté un  travail  de  ce  genre ,  en  y  employant  :  1 74  ob- 
servations faites  par  lui  ou  par  MM.  Bouvard  et 
Arago;  espérons  qu'une  plus  longue  suite  encore 
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d'observatkms  confimoeva  les  résultats  auxquels  il  est 
parvenu  et  ajoutera  à  leur  précision.  .   ^ 

On  pourrait  déterminer  les  in^alites  du  mouve^ 
ment  de  rotation  die  la  Lune  troublé  par  l'action' du 
Soleil  et  de  la  Terre ,  au  moyen  des  formules  conte* 
unes  dans  le  chapitre  P';  mais  ilest  plussimple  dere^ 
prendre  pour  cek  les!  équations  différentielles '4lu 
mouvement  troublé  y  dcmnées  n^  2^  On  verra  aisé  « 
ment  d'ailleurs  comment  les  rés^ultiOs  que  noiis  allons 
développer  se  coiiduraient  des  fbnnul^s  générales 
(P)^  n*"  7i  qui  s'appliquent  au  mouvement  de  rota*« 
tioa  de  toutes  les  planètes. 

4a*  Noos  placerons  Torigine  cks  coordonnées  au 
centre  de  la  Lune/  que  nous  supposerons  immobiie^  et 
Bousregard'eronis  le  Soleil  et  k  Terne  commecirculant 
«itour  ^d'elle.  Soient  donc  L  la  masse  de  la  Tdrre, 
ii  Y^  ;z  ses  trois  coordonnées  relatives  à  un  pian  fixe 
mené  par  le  centre  de  la  Lune  paradèleaient  au  plan 
de  1  ediptique  à  une*  époque  donnée  9  r  son  rG(yoA  vee- 
tenr  compté  du  ihèmiB-y^poinl;  en  ne  poussant  les 
approximations  qite  jusqu'aux  :  termes  du  troisième 
ordpe'|>af:  rapport  aux  dimaTisiôi)&  du  sphénoïde  lu^ 
naire,  on  aura  "  » 

3L  ^     , 

'-  r75.(  A-B) .  (  [x''^(T'cos8-zsi  n5)'*}.  cos^i^ + 2x' .  (y'oos^zs  mê).  sîn2^  } 

3L  , 

-7-75.(à+B— aC). [x'»-f  (y  cos  0--zsîn6)  ]. 

Dans  cette  expression ,  A,  B,  C  représenteut  les; 

trois  momens  d'inertie  principaux  de  la  Lune.  Nous 

continuerons  à  donner  le  nom  êHéqiiateur  au  plan 

qui  renferme  les  deux  premiers  axes  principaux^ 

Tome  II.  18 
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d'e5t>à-^re  ceux  auxquels  se  rapportent  les  ntomens 
d'inertie  A  et  B.  Ce  plan  n'est  plus  ici,  comme  dans  le 
monvement  de  rotation  de  la  Terre,  perpendicu- 
laire à  Faxe  iastâniané  de  rotation  ;  cet  axe  varie 
dans  rjntërienr  du  sphéroïde  lunaire ,  en  sorte  que 
les  p61es  de  rotation  se  déplacent  k  la  surface  de  la 
Lune ,  circonstance  qui  établit  une  différence  essen- 
tielle entre  le  mouvement  <k  rotation  de  ce  satellite 
et  celui  du  sphéroïde  terrestre. 

Cela  posé,  d  représente  l'inclinai^ïmi  de  l'équateur 
lunaire  sur  le  plan  fixe  pai^Uèle  à  l'écliptique/^est 
l'angle  compris  entre  le  premier  axe  principal  de  la 
Lune  et  le'  nœud^  descendant  de  son  équateur  ;  nous 
supposeroisâ  langle  ^  compté  à. partir  de  ce  nœud  1 
danftJesens  du  mouvement  de  rotation  delà  Lune; 
enfin,  Aous  nommerons  4  Taiiigle^coitipris  entre 
le  neeud  .descendant  de  réquàteur^  lunaire  et  une 
droi|te  fixe  méaSd  dans  le  plan  de  l'écl^tiquey  et 
nous  Auppoaevons,  cet  angle  ^compté,  ii  partir  de  cette 
droite, .en^sens  inversç  dé  l'erdreides  signes* 

.Si  l!os^  différencie  la  fonction  *Vv  par  rapport  lâux 
trdis  ivariaUes  ^,  .s{/,  9,  en  observant  qiie  Toâ  a^ 
n?  25,  >  ' 

d^ ;        ^  _     ^       à±  _ 

on  aura 


éY==^..(A-B).([xMY'co8«-zsînO*].8inaf-2x\(Y'cos«-zsîn0.cos2f}^ 
4.iJ^  (X4.B— iQ,rx'.(T'ViriV+2oos#).8!nl1,   .'       ,* 


K.  \ 
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3L 

:-73.(Â-B).[x^(T'sin0-(-zcosé).sin2f-(T'cos#-zsiDâ).(Y^sin4-fzoo89).co82f] 

« 

'  j-p5'(A+B-2C).[(Y  cosfi-zsîn9).(Y'5me+»cosS)] , 

/ 
et  par  suite , 

4-x'.  (t'  sîn  fl+ï  cos  0).co8a^] 
+|^.(A+B-aC).[x.(Y'8m9+«co59)3. 

c 

Les  trois  équations  (G)  du  n^  2  deviendront  ainsi 

m 

>+(C-B).jrnft===--^.(C^B).[Y'cosfi--Z8În6).(Y'8Înfl+aoosé).cos^ 

[+(A-C),j5nifc=--73-*(A-Q.[x'-(T'8la^+j5C080.cos^ 

-4-(y'co8  â-zsînl).(Y'  stn  é'^z  cos  ^)  .sinf] , 
r+{B-A)f  j<îfc=  — -75-.(B-^A) .  [  ax'.CY^cos  fî — z  sin  ô)  .cos  2^ 

— [x'* — (y'  cos  9 — z  sin  9)*]  .sin  a^  }• 

U  est  bon  de  remarquer  qu'oi^  peut  arriver  très 
simplement  aux  mêmes  équatioiis  de  la  manière  sui-- 
vante  ;  en  ne  poussant  Fapproximatîo»  que  jysqu'aux 
termes  du  troisième  ordre,  nous  avons  trouvé,  n""  ^5, 

'^'f/f  2'  représentant  les  coordonnées  de  Tastre  L, 
apportées  aux  trois  axes  prinfcipaux  du  sphéroïde 

attiré.  • 

i8.  • 


<o 
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Cette  expression  donne ,  en  la  différenciant  p 

I  dV         f  dV  ^^_^  3L  ^  .        p^      /  / 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (B),  n"*  2, 
et  qu'on  remplace  ensuite  les  coordonnées  af,  y,  z' 
par  leurs  valeurs  en  fonction  des  angles  ^t  4>  ®>  ^^"' 
nées  n^  u5,  on  retrouvera  identiquement  les  équa- 
tions (i). 

L'observation  ayant  montré  que  l'indinaison  de 
réquateur  lunaire  sur  l'écliptique  est  toujours  peu 
considérable ,  8  est  un  fort  petit  angle  dont  nous  né- 
gligerons le  carré  et  le  produit  par  le  carré  de  Tin- 
clinaison  de  l'orbite  lunaire,  qui  est  'aussi  une  très 
petite  quantité.  En  observant  que  z  est  du  même 
ordre  que  cette  inclinaison ,  les  trois  équations  (i) 
deviendront  i 

SïAé 
Ad/>+(C.B).gnite:^,(C-B).[(Y'é+£).(Y^co8f-x'5Îii^)], 

^Ldi 

BJy  +(A-C)./irJfc=  -^  .(A-C).[(y'«+z).(x'co8^  +V«Df  )], 

On  peut  encore  aux  coordonnées  tl^  y^,  z  de  L  ; 
substituer  d'autres  variables  qui  rendent  l'intégra- 
tion plus  facile.  Soit  (^  la  longitude  de  |a  Terre  vue 
de  la  Lune ,  cette  longitude  étant  comptée  du  nœud 
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ascendant  de  l'ëquateur  lunaire  ;  soit  a  la  longitude 
du  nœud  descendant  de  Torbe  lunaire  comptée  du 
même  point ,  et  y  Finclinaison  de  cette  orbite  sur 
TécUptique  Rxe;  en  désignant  par  /  la  latitude  de  la 
Teire  au-dessus  de  ce  dernier  plan^  on  aura 

tang  s'  =  tang  ^.sîn(i^ — a). 

La  longitude  de  la  Terre ,  comptée  d'une  droite 
fixe  sur  le  plan  parallèle  à  l'écliptique ,  sera  (^  —  >|/  ; 
en  suivant  donc  l'analyse  du  n®  ^5,  et  en  observant 
que  y  est  un  très  petit  angle  dont  on  peut  négliger 
les  carrés  dans  ta  recherche  ({ui  nous  occupe,  on 
trouvera 

valeurs  exactes,  aux  quantités  près  de  l'ordre  y*. 
Les  équations  précédentes  deviennent  ajnsi 

A^(e-B).5rrrffc==:.(C-B).[(9  %mp+y  Mn(i^-«)].8În(«A-f) 
Bdï4-(A-C).;»nifc=-^.(A-C).[(»nn  v  +y  sin  (»^)]xo8(«»-f ) ,  Va) 

or  J^ 

43.  Occupons-nous  d'intégrer  ces  équations  j  con- 
sidérons d'abord  la  troisième ,  d'où  dépend  le  mouve- 
ment du  sphéroïde  lunaire  autour  de  son  axe  de 
rotation. 

Si  la  Lune  était  un  solide  de  révolution ,  on  au- 
niit  B=  Â,  et  par  conséquent  r=  constante.  Ce  cas 
n  a  pas  lieu  dans  la  nature  ^  mais  on  peut  toujours 
regarder  la  quantité  B  --  A  comnîe  peu  considérable^ 
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et  comme  p  et  q  sont  aussi  très  petits,  puisque  l'ob- 
servation a  prouyë  que  Taxe  de  rotation  4e  la  Lune 
s'éoarte  toujours  très  peu  de  ison  troisième  axe  prin- 
cipal, on  pourra  négliger  le  produit  (B — A).;?^  à 
cause  de  la  petitesse  de  ses  trois  facteurs.  La  der« 
nière  des  équations  (a)  deviendra  donc 

^=^',(«^^).sia.(.-^);    (3) 

L'observation  ayant  fait  voir  que  la  Lune  nous 
présente  toujours  à  peu  près  le  même  hémisphère, 
on  en  a  conclu  que  son  moyen  mouvement  de  dota- 
tion est  exactement  égal  à  son  moyen  mouvement 
de .  révolution  ;  en  sorte  que  si  ce  mouvement  est 
sujet  à  quelques  inégalités,  elles  doivent  être  peu 
considérables. 

Or,  si  l'on  néglige,  comme  nous  le  supposons,  les 
quantités  de  l'ordre  fl%  l'arc  ^  —  \  représentera  le 
mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son 
troisième  axe  principal,  mouvement  qui  serait  uni- 
forme sans  l'actÎQn  des  forces  perturbatrices.  Si  l'on 
désigne  donc  par  u  les  inégalités  qu'elles  peuvent  y 
produire ,  par  m^  +  c  la  longitude  moyenne  de  la 
Terre  vue  de  la  Lune  et  correspondante  au  temps  /, 
longitude  qui  est  égale  à  celle  de  la  Lune  vue  de  la 
Terre  plus  une  demi-circonférence  ,  on  aura 

et  Fangle  u  jneprésentera  la  libration  de  la  Lune,  ou 
Texcès  de  son  moyen  mouvement  de  rotation  sur 
son  moyen  mouvement  de  révolution.  U  ne  s'agit 
donc,  pour  déterminer  la  libre tion  ^  que  de  connaître 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  479^ 

la  valeur  de  Tangle  u.  Or,  il  est  faeilie  d'j  parvieBip 
en  introduisant  cette  nouvelle  variable  à  k  place  de 
r  dans  Fëquation  (3) ,  et  en  intégrant  ensuite  Tëqua-- 
tion  résultante. 
En  effets  on  a,  aux  quantités  près  de  Tordre  6*^ 

«  ■ 

et  par  conséquent 


Nous  fiiisons  ici  abstraction  des  inégalités  séculaires 
qui  affectent  le  moyen  mouvement  de  la  Lune ,  parce 
qu'il  n'en  résulte  aucun  terme  appréciable  dans  la 
valeur  de  u^  et  nous  regardons  par  conséquent  m 
et  c  comme  des  quantités  coostantes. 

L'angle  (^  représentant  la  longitude  de  la  Terre 
vue  de  la  Lune  et  comptée  à  partir  du  nœud  des- 
cendant de  l'équateur  limaire^  i;>.~*>|^  sera  la  même 
longitude  comptée  à  partir  d'un  équinoxe  fixe, 
l'angle  '^  devant  être  compté,  comme  nous  l'avons 
dit ,  en  sens  inyerse  de  l'angle  p.  Cette  longitude  est 
égale  k  mt'^c,  plu&à  une  suite  de  sinus  et  de  cosi- 
nus d'angles  multiples  du  maym,  mouvement  mt  ;  on 
aura  par  conséquent 

1;  =  /Tii  +  c  -f-  4  ■+"  ^  'H  sin  (A/  +  h')f 

en  représentant  par  S.  Hsin  (ht'^h'),  les  inégalités 
de  V  ordonnées  par  rapport  amt. 
Celte  valeur ,  comparée  à  celle  de  f|  -^  4 ,  donne 

t;  —  (p -=:_-i^^  2 .  H  sin  (A/ -+•  À% 
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et  par  conséquent 

sin  2(1^— ^)=— sîn  su-j-a  cos  aM.2.Hsîn(A/-f-A') —etc. 
L'équation  (3)  devient  ainsi  ^  en  y^  substituant  ^r 

dr 
pour   gj, 

<?!#      ,     3L  /B— A\   .  ,  3L  /B— A\  ^  „  .  ,,  . ., 

2^===-.^^-^-|8iii  aii+;?T.\^-c~).2L.Hco8aii^in(fe+i 

L'angle  li  étant  toujours  une  très  petite  quantité^  si 
l'on  néglige  son  carré  et  ses  puissances  supérieures  ^ 
on  pourra  supposer  dans  cette  équation  sm2u:=z2U 
et  cos  2uss;i},  de  plus^  comme  on  a,  à  très  peu 

prèS;  j^  =  J9»%  l'équation  précédente  deviendra 

^  +  im\(j-^\u  =  9m\(^^^  (5) 


Si  l'on  fait  d'abord  abstraction  des  termes  sans  u  » 
on  satisfera  à  cette  équation  en  supposant 

ii  =  Ksîn  (*«  +  *'), 

^t  Ton  aura,  pour  déteirainer  k  ^ 


A=/n.v/5-(^) 


K  et  k^  étant  deux  constantes  qui  demeurent  arbi" 
traires. 

Si  ensuite  on  désigne  par  L  sia  (ht  -f-  h'),  le  terme 
de  la  valeur  de  u  qui  doit  correspondre  au  terme 

5mv(5=^),Hsîn(A^+Â0  de  l'équation  (5),  en  y 

substituant  cette  valeur  et  en  comparant  les  termes 
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qui  ont  même  sious  ou  même  cosinus,  on  aurl 

d'où  l'on  tirer 


Ainsi ,  d'après;  la  théorie  des  équations  linéaires^ 
la  valeur  comfJète  de  u  sera 

Ket  ^' étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  doivent 
entrer  dans  l'intégrale  finie  de  l'équation  du  second 
ordre  (5)>  et  le  signe  Z  désignant  une  suite  de 
termes  semblables  au  terme  L  sin  (ht  -j^  k^)  ,  et  dé- 
ternlinés  de  la  même  manière. 

44*  Examinons  les  conséquences  qui  résultent  de 
cette  expression.  Le  premier  terme  de  la  valeur  de  u 
restera  toujours  peu  considérable  si  l'arbitraire  K  est 
supposée  très  petite^  et  par  conséquent  la  partie  de  la 
Hbration  de  la  Lune  qui  dépend  de  l'état  initial  du 
niQuvement  sera  toujours  insensible.  Jusqu'ici,  les 
observations  les  plus  précises  ne  paraissant  indiquer 
aucune  trace  de  cette  inégalité,  il  en  faut  conclure,  ou 
que  la  constante  K  était  nulle  à  Torigine  du  mou- 
vement, ou  que  du  moins  son  influence  a  été  annulée 
depuis  par  l'efiet  de  quelque  cause  étrangère.  Cette 
remarque  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite 
dans  le  n^  1 3 ,  relativement  à  la  Terre. 
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On  a ,  par  ce  qui  précède ,  k=m. i/sY   ~  ^ , 

m  représentant  le  moyen  mouvement  de  la  Lune 
dans  l'unité  de  temps;  la  durée  de  la  période  de 
largument  dont  il  s'agit  sera  donc  d'un  mois  sidéral 

divisé  par  l/S.T    ~   \  Nous  verrons  bientôt  que 

ce  diviseur  est  une  très  petite  quantité^  et  que  des 
observations  récentes  sur  lesquelles  on  peut  compter 
donnent^  à  très  peu  près^  o.ooiS  pour  sa  valeur. 
G?tte  durée^  dans  ce  cas^  n'excéderait  pas  deux  années; 
il  sera  donc  facile ,  par  des  obsei^ations  faites  à  des 
intervalles  de  temps  assez  grands  pour  que  la  varia- 
tion de  l'angle  kt  soit  sensible ,  de  reconnaître  si  le 
coefficient  K  a  ou  non  une  valeur  appréciable. 

Au  reste ,  il  faut  observer  que  ce  premier  terme  de 
la  valeur  de  u  sert  à  expliquer,  par  la  théorie,  com- 
ment il  se  fait  que  la  Lune  nous  présente  toujours  le 
même  hémisphère ,  sans  qu'il  soit  besoin  de  suppo*- 
ser  que  la  vitesse  primitive  de  rotation ,  imprimée  à 
cet  astre,  a  été  exactement  égale  à  sa  vitesse  de  révo- 
lution autour  de  la  Terre,  ce  qui  parait  en  effet  infi- 
niment peu  vraisemblable.  Pour  le  faire  voir,  remar- 
quons qu'en  faisant  abstraction  de  l'inclinaison  de 
1  equateur  lunaire  à  l'écliptique,  on  a,  par  le  n*^  4^^ 

d(p  —  d^  z=z  rdt ,      '*  =  77 — f-  w  ; 

r  représente  la  vitesse  de  rotation  de  la  Lune  autour 
de  son  troisième  axe  principal];  on  aura,  par  suite, 

frdt  :r=  mt  H-  c  -f*  ti» 
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Celte  intégrale  exprime  le  mouvement  de  rotation 
«de  là  Lune  ;  et  comme  u  n'est  composé  que  de  termes 
périodiques,  on  voit  que  le  moyen  mouvement  de 
rotation  etcelui  de  translation  sont  parfaitement  égaux 
entre  eux,  sans  qu'il  soit  pour  cela  nécessaire  que 
les  mouvemens  de  rotation  et  de  révolution  de  la 
lune  aient  été  égaux  à  l'origine  du  mouvement.  En 

effet,  en  différenciant  et  substituant  pour  -j  sa  va- 
leur, on  a 

r=«^-/7,K.  \/5.(^^\cos{kt+k:)+^.LLcos{lt^  l') 

En  sorte  que  comme  K  est  arbitraire,  la  vitesse 
primitive  de  rotation  de  la  Lune  peut  être  supposée 
quelconque;  et  il  suffit,  pour  que  les  moyens  mou- 
vemens de  rotation  et  de  révolution  aient  dans  la 
suite  toujours  coïncidé,  que  cette  vitesse  ait  été 
comprise  entre 

^m}^.yJ^.Q^^   et  m— wK.  \/5.(^^), 

Ces  limites  sont  très  resserrées,  il  est  vrai,  et  elles 

éloignent  peu  de  la   valeur  moyenne  /» ,  à  cause 

de  la  petitesse  de  la  constante  K  et  du  coefficient 

V  S*(-  A -J;  mais  elles  suffisent  pour  foire  dispar. 

raître  l'invraisemblance  qu'il  y  a  à  supposer ,  à  l'ori- 
gine du  mouvement,  une  parfaite  égalité  entre  le 
niojen  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  et  son 
"^oyen  mouvement  de  révolution. 
Pour  que  la  libratîon  en  longitude  demeure  tou- 


m 


s 
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jours  peu  considérable^  comme  1  observation  Tia-* 
dique ,  il  faut  que  les  coefficiens  h,  etc.,  des  différens. 
termes  de  la  valeur  de  u^  soient  supposes  très  petits^ 
ainsi  que  le  coefficient  K;  mais  cette  condition  ne 
suffit  pas ,  il  £siut  de  plus  que  les  valeurs  des  cons- 
tantes k,h,  etc.,  soient  toutes  réelles  ;  car  autrement 
quelques-uns  des  sinus  ou  cosinus  qui  entrent  dans 
reiq>ression  de  u  se  changeraient  en  arcs  de  cercle 
ou  en  exponentielles^  et  |a  valeur  de  u  pourrait 
croître  indéfiniment,  ce  qui  est  contre  Fhjrpothèse. 
Les  valeurs  de  k  et  des  autres  coefficiens  semblables 
sont  réelles  de  leur  nature  ;  mais  pour  que  celle  de  k 

le  soit  aussi  ^  il  faut  que  "T  soit  une  quantité  po- 
sitive ,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  B  >  A  •  Or,  A  est  k 
moment  d^înertîe  qui  se  rapporte  à  Faxe  principal  de 
Féquateur  lunaire  ^^  qui  est  constamment  dirfgé  vers 
ia  Terre  ;  en  e£fet ,  cet  axe  est  cehiî  qui  forme  l'angle 
ç  avec  l'intersection  ée  féquateur  lunaire  et  de  Yé- 
cliptique^  iandis  que  la  projection  du  rayon  vec- 
Jmrt  mené  de  la  Lune  à  ta  Terre ,  fbrme  l'angle  v 
avec  la  même  ligne.  V  —  ç  est  toujours  ^  par  ce 
qui  précède ji  un  très  petit  angle;  le  premier  axe 
princfpal  de  la  Lune  est  donc  toujours,  |i  très  peu 
près ,  dirigé  vers  la  Terre  ;  et  il  est  naturel  par  con- 
iéquent  de  supposer  que  l'équateur  lunjaire  s'est 
allongé  dans  ce  sens  par  l'effet  de  Vattraction  de  la 
Terre,  en  sorte  que  le  moment  d'inertÎQ  A,  qui  se 
rapporte  à  Taxe  de  l'équateur  dirigé  vers  la  Terre,  doit 
être  plus  petit  que  le  moment  d'inertie  B,  relatif  aa 
second  axe  principal  situé  dans  le  même  plan. 
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Quant  aux  coefficiens  K^  L,  etc.^  comme  le  pre- 
mier K  est  arbitraire,  sa  valeur  peut  être  supposée 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  mais  pour  rendre  en  même 
temps  très  petite  celle  de  L  ^  il  faudra  supposer  une 

valeur  très  petite  à  la  quantité  ~^'  On  voit,  en 

effets  d'après  l'expression  de  h,  que  ce  coefficient 
pourrait  devenir  sensible  si  H  avait  une  valeur  assez 
grande,  ou  si  la  valeur  de  h  était  peu  différente  de 

w.  V  ^*(  T  jf  ^  <ï^i  rendrait  très  petit  le  déno- 
minateur de  cette  expression. 

45.  Nous  avons  désigné  par  2.Hsîn(A^-+-A')  la 
somme  des  termes  périodiques  de  la  longitude  vraie 
de  la  Luné  :  le  premier  de  ces  termes ,  ou  Téquation 
du  centre,  est  celui  quia  le  plus  grand  coefficient;  en 
le  supposant  représenté  par  Hsin(A^-l-A') ,  on  a,  par 
la  théorie  de  la  Lune,  H=r32682",  h^=m*  .0.98517; 
on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 

0.98317  ~3.(^)' 

d'où  l'on  tire 

B  —A        o''.-3a772.L 

~C^~L— 22682"" 

La  valeur  de  L  doit  être  peu  considérable,  puisque 
le  terme  de  la  valeur  de  u  qui  en  dépend  n'a  pu 
être  reconnu  par  l'observation.  Il  est  probable,  vu 
Id  précision  des  observations  modernes,  qu'elle 
n'excède  guère  un  demi -degré  ;  si  Ton  suppose  donc 
L;;?::p3a'  ou  1920",  on  aura 
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-~—  =  o .  025575 ,     — ^p-  =  —  o .  o3o3o6. 

La  valeur  de  B  «~  A  devant  d'aUieurs  être  néces* 
saireoient  positive^  il  en  résulte  qu'elle  est  au- 
dessous  de  0.025575^  et  que  L  est  négatif. 

Parmi  les  termes  de  Fexpression  de  u  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  acquérant  de  très  petits  divi* 
seurs ,  le  plus  considérable  est  celui  qui  dépend  de 
Féquation  annuelle  ;  il  suffira  donc  d  examiner  l'effet 
de  ce  terme.  Si  Ton  suppose  que  H  sin(fe+ A')  re- 
présente cette  équation,  hi-^^K  étant  ici  Fanomalie 
moyenne  du  Soleil ,  on  aura  ^  par  la  théorie  de  cet 
astre ^  H  =669"  et  A  =  /ii. 0.0748,  et  par  consé- 
quent A*  =  m*.  o.oo5595;  on  aura  donc,  en  vert» 
dp  ce  terme , 

o.ooSSgS  — 3.r — -^ — j 

d'où  Ton  tire 

B— A  _  o%ooi865.L 
C      ~    L  — 669*  • 

Puisque  les  observations  n'ont  point  fait  recon- 
naître le  terme  de  la  valeur  de  u  proportionnel  à  L^ 
ce  coefficient  doit  être  peu  considérable;  si  l'on  sup- 
pose en  conséquence  L  ss  ={=  1920%  'on  a«ra 

"T     =5=  o.ooï583i  ,      ~?<~  =  0.0028624* 
Ainsi,  dans  le  cas  de  L  négatif,  les  deux  limites 
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de  -~-  sont  zéroeto.ooi383i,  et,  dans  le  cas  de  L 

I 

positif^  0.00286:2  i  et  00  ou  0.0028624  et 0.025575 y 

pais<}ae  nous  Tenons  de  voir  que  *--^^  ne  pouvait 

pas  dépasser  cette    dernière  limite.   Nous  verrons 

tout  à  l'heure  que  la  valeur  de  — ^ —  est  moindre  que 

0.0006  ;    elle    est    donc    comprise    entre   zéro   et 
0. 001 585 1^  et  par  conséquent  L  est  négatif. 
Si  l'on  substitue  dans  la  valeur  précédente  de  L, 

pour  — = —  la  dernière  limite  que  nous  venons  d*as- 

signer  à  cette  quantité^  on  trouvera ^^  relativement 
à  1  équation  du  centre,  L= — ^i'^,  et  relativement  à 
lëqualion  annuelle^  L= — 517*.  Ce  sont  les  limites  de 
ce  coef&cienty  et  par  conséquent  celles  des  argumet)9 
qui  en  dépendent  dans  la  valeur  de  u.  Or,  le  der-- 
nier  arc^  vu  de  la  Terre  sur  la  surface  dq  1^  Lwse  9 
ne  s'élèverait  pas  à  l'^^S;  c'est  la  seule  partie  dfi  la 
libration  qu'on  puisse  espérer  de  rendre  sensible  par 
les  observations  ;  et  si  l'on  parvenait  à  la  dét^rmi-* 

nar ,  cm  en  déduirait  la  valeur  de  —yr-  qui  n*ést 

pas  encore  connue  d'une  manière  positive }  mais 
sa  petitesse  rend  cette  appréciation  très  difficile. 

MM.  Bouvard  et  NicoUet ,  par  la  discussion  de  1 74 
observations  de  la  libration  de  la  Lune  en  longitude, 
ont  trouvé  le  coefficient  de  l'inégalité  dépendante  de 
1  équation  annuelle,  de  4'4^"j  d'oii  l'on  conclut 

-^-==0,0005567. 
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Si  Ton  détermine ,  d  après  cette  valeur ,  le  coeflfi^ 
cient  du  terme  de  u  qui  dépend  de  l'équation  du 
centre  de  la  Lune  et  qu'on  joigne  ce  terme  à  celui  de 
Véquation  annuelle  déterminé  par.  Tobservationy.  on 
aura 

M  =—  285" sin  / —  59*  sîn  /' , 

« 

/  étant  l'argument  de  l'équation  annuelle  de  la  Lune 
et  r  celui  de  son  équation  du  centre. 

La  valeur  précédente  de     ~     s'accorde  avec  la 

limite  que  nous  ayons  fixée  à  cette  quantité^  et  qui 
a  été  conclue  de  la  libration  de  la  Lune  en  latitude, 
plus  facile  à  observer  que  la  libration  en  longitude. 
Cependant ,  il  reste  encore  de  l'incertitude  sur  ce 
résultat,  et  il  est  à  désirer  que  de  nouvelles  obsei^a- 
tions  ajoutent  à  son  exactitude. 

46.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement  des 
nœuds  et  des  variations  de  l'inclinaison  de  l'éqùatenr 
lunaire.  Pour  déterminer  les  mouvemens  de  ce  plan, 
îl  faut  connaître  les  angles  4  ^^  6  d'où  dépend  à  chaque 
instant  sa  position  par  rapport  à  l'édiptique  fixe  :  of; 
l'angle  ^  est  donné  en  fonction  de  ip  et  du  temps  tf 
au  moyen  de  l'équation  (4)  ;  il  ne  nous  reste  donc 
à  déterminer  que  les  angles  9  et  ^.  Pour  y  parve- 
nir f  il  convient  de  leur  substituer  de  nouvelles  va- 
riables qui  facilitent  l'intégration  des  équations  d'où 
leurs  valeurs  dépendent.  On  conçoit  en  effet  que  si 
Ton  choisit  *  ces .  variables  de  manière  à  ce  qu'elles 
soient  astreintes^  par  là  nature  même  de  la  questioDi 
Il  demeurer  constamment  très  petites,  on  pourra; 
dans  la  première  approximation ,  négliger  les  termes 
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Quelles  se  •trouveraient  multipliées  entre  elles  ou  par 
leurs  différenèeSy  et  Ton  n'aura  plus  à  considérer  que 
des  équations    linéaires^    les  seules   qui   puissent^ 
comme  on  sait,  s'intégrer  dans  tous  les  cas^  quel  que 
soit  le  noiiibre  des  variables  qu'elles  renferment  et 
le  degré  de  leur  différence.  Ces  conditions  sont  fa- 
ciles à  remplir  dans  la  question  qui  nous  occupe; 
car,  comme  nous  avons  supposé  l'inclinaison  8  de 
leqnateur  lunaire  à  l'écliptique   fixe  toujours  peu 
considérable  ^  il  suffira  ^  pour  y  satisfaire ,  de  substi- 
tuer aux  variables  <p  et  6^  des  variables  analogues  à 
celles  que   nous  avons. déjà  employées  dans  un  cas 
semblable,  n*  54 ,  livre  P'. 
Soient  donc 

s  =  tang O.sin  ^,     s'  =  tang S.cos  ^. 
En  différenciant  et  négligeant  le  carré  de  0 ,  on  aura 

Les  équations  (a)  du  n?  i  donnent 

^  =  —  pcos(p  +  7  sm  (p , 
fl.-^  =  psinp  +  ^cos^  +rtang  fl. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes j  on  trouve 

de  ,  ds 

5  =  ^^'  +  7;         'j^=^rs—p,  (6) 

ToMB  II,  ig 
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d'où ,  en  différenciant ,  on  tire 

d's  d»  fir  dq 

3?    ^m    ^  dt  ^^  d't* 

Si  Yon  remplace  dans  ces  équations  -f-  et  ^  par  leurs 

valeurs  tirée&  des  équations  {2)^  et  qu'on  observe 
qti^on  peut  supposer  r  constant  et  égal  à  m  dans 
les  termes  multipliés  par  les  quantités  très  pelites 
s  et  s%  et  par  leurs  différences,  et  qu'on  peut  né- 
gliger par  la  même  raison  les  différentielles  s.j, 
I   dr 

d^8         &'     /A-C\  3L/A-C\-_      .     .,       .,       ,      . 

rf?  ""'^*  j^+(  "B~  )-'^/^=  -^-l -5- l-[flsmi^+ysin(#'-<t)j.cos(f^), 

i 

OU  bien,  en  mettant  pour/?  et  y  Iwrs  valeurs  tirées  j 
des  équations  (6) 

d^s      /A+B-C\     d//k'C\     ^      5L /A-C\  rû  .  '  _r    .  ',    \i      f  .] 
— — ^— L^ — j.m-2^-^-^-j.7n-s==— .^^— j.psiw+ysin(i/-*)].cos(H]) 

dV   .  /A+B-CV     ds  /B-b\     ,',     3L /B^C\  r.  .       .      -^       ^^    •  /  .ni 

•     '■.•''  <  '  ;••  ,.t 

u  est  la  longitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  et  rap- 
portée^ àtt  tkmiâ  descertdanpit  de  Péqualteur  lutiaiire; 
i, —  ût  est  la  même  longitude  compfée 'du*  hteud  as- 
cendant de  l'orbite  lunaire ,1  en  sorte  que  y  sin  (^— ^) 
est  la  latitude  de  la  Terré  vue  de  la  Lune,  Si  loti 


';  -      '*  'in  . 
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remplace  3  par  m*  dans  ces  équations  et  qu'on  oh^ 

serve  que 

> 

tang  tf  sin  i^ = tang  ê  cos  Ç  sln  (v  -—  ^)  -f~  tang  êsitkÇ  ço8(p  •—  ^) 

elles  detieiidirOQt . 

X  [«'sm(»> — ç)  +  «oo«(v— f)  +  j'sin(*'— *)].cos(«' — f), 

L angle  v  —  fi  etia^t  tQUJOur^,^,  pa^r  e«^  qmr.finéQètlQ^i 
peu  considérable ,  sm{y  —  ^)  est  une  très  petite  quan-> 
tité  dont  on  peut ,  sans  erreuf  seû^lble  dans  les  se-^ 
conds  membres  dd  ces  équatiofi»>  n^i^èr  le  carré 
multiplié  par  les  quattli^és  ,  trèé  jpetites  s  et  s^  ;  on 

aura  ainsi 

•  *  f 

j?  -  { — B — y^'-di  -^\--^-}'^^^''\r&-)\ 

47.  Occupons-nous  d'intégver'Cèkié^uMioûSi  S&l'dh^ 
fait  d!abidy|l| 'absl«flpti«ia  )dttciàw|  sèc^      téBn&kû^^ 
elles  deviennent  simplement  -     '^'  f«^' 

19- 


•• 
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#i        /A+B— G\      A'      •      /A  — C\      ,  "i 

^/         /A-l-R  — Ta         /&  /K r\  H"/ 

5? 


«'    ,    /A+B— C\       A  /B  — C\      ,  ,  r 


Pour  satisfaire  à  ces  équations  i  supposons 

5  =  M sin  (Z^ +^)  ,     s'  =:W cos (fo -ï- h). 

Ces  valeurs^  substituées  dans  les  équations  précé- 
dentes^ donnent 

De  la  seconde  de  ces  éqfuations ,  on  tire  ~ 

Y — JE-r \.ml 

Cette  valeur ,  substituée  dans  ]a  première ,  donne 

"  ■  jA+B-G)^'^.^-' \  _  •;■  „  ■■    ; 


\ 


Les  équations  (9)^   (10)  serviront  à  déterminer  les 
constantes  M'  et  /;  les  deux  autres  constantes  M  et 
k  déPiSuveroDt:acbitcaires>:j('  i)  >  :cu     .n       .  ^  .  • 
.  Si  Fon  ond0xiJQie  Véquatioa^  >(  <  ^)  •  f^^  kraf^port i>à  )  1$ 
on  aura  :,  .  . 
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éqoatioa  qti'oa-  pêuf  r^soûd^e  ^coxame  uiie  f  ;  équation 
du  second'  d(;gré^  et  qui  donnera  pour/  deui^  yaletiiis. 
Désignotis  U.premièi^  par.  l  et  la,  seconde  par  /';  on 
aura ,  par  la  théorie  des  é({uations ^  linéaires , ,     ...j 

s~m  sin(A^+f)  +  Nsin(Z'f  +  *0^ 
/=  M'cos  (It  +  ;t)  +N'cos  (Pt  +  k'), 

en  supposant ,  pour  abréger , 
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Ces  valeurs  de  s  et  5'  renferment  quatre  arbitraires, 
M^  N,  k,  k^;  elles  sont  donc  les  intégrales  complètes 
des  équations  (8). 

48.  Reprenons  maintenant  les  équations  (7).  La 
quantité  5'sin((^— a)  représente,  comme, nous  l'avons 
dit,  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Luné,  latitude 
qui  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  de  la  Lune 
vue  de  la  Terre.  Sa  valeur  peut  se  développer,  d'après 
les  formules  du  n°  aS,  liv.  II,  en  une  suite  de  sinus  et 
de  cosinus  des  multiples  du  moyen  mouvement  mt  ; 
il  en  est  de  même  des  trois  quantités  sin  i^,  sin  {y-^) 
et  cos(p — ^)j  en  substituant  donc  ces  valeurs  dans 
les  équations  (7) ,  leurs  seconds  membres  se  trou- 
veront composés  d'une  suite  de  tiermes  semblables , 
et  chacun  d'eux  produira,  dans  les  valeurs  de  s  et 
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t\  ui^  Xerjne  correq>on4ant  qu'oa  déteno^oera  de  k 
npianière  stii^ante  : 

Soit  Hsin(A^  -f- A')  un  terme  quelconque  du  déve- 
loppqinent  de  [/8m(<'-^)4'>'SÎii(f» — ce)].cos(i'— p), 
ht  désignant  ioi  tni  multiple  quelcooiqQe  de  mt^  et  H 
et  K  éi^nt  des  fonctions  données  des  élémens  de 
l'orbite  lunaire  j  et  soit  H'  cos  {ht  -f-  V)  le  terme  du 
déyeloppement  de  [«cos(f^-4))-^^sin(^'-a}].sÎIl(l'-^) 
qui  lui  correspond  ^  c'est-à-dire  qui  a  même  argu^ 
ment  ht^  on  aura,  en  ne  considérant  que  ces 
termes. 

On  satisfait  à  ces  équations,  en  supposant 

s^V  sm{ht+  V),     s'  =  F  cosQu + V). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  daw  l^  équaW 
précédentç^ ,  Qn  trouye ,  pour  déterminer  P  et  ?'; 

d'^où  l'on  tire 

P— -. 


/ 
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eu  faisant  pour  abréger  > 

•  •  . 

Chacun  des  termes  des  produits 

[/sin  (^  -^^)+>  W!i  (»^  --*•*)].  cos  ((^  —  ^) 
et 

[s cos  (p. —  <p) +7 siu  (i^  —  a)2#  sin  (i'  —  jp) 

introduira  dans  les  valeurs  de  s  et  s'  des  termes  seniH' 
blables,  et  Ton  aura  les  valeurs  complètes  de  ces 
quantités  en  prenant  la  somme  de  tous  ces  termes  ^  et 
en  jr  joignant  les  valeurs  de  s  et  s'  qui  ont  lieu  lors- 
qu'on Suppose  nuls  les  seconds  membres  des  éiqua* 
tiens  (7).  On  trouve,  de  cette  manière ,    ^ 

s =M  sin(//+A)+N  sin(l't-\-k')-i-Psia(ht-\-h')-i-etc. , 
i'=M'cos(Zf-f.;fc)H-Ncos(/'<4-;t')-HPcos(AH-^')+etc., 

I 

M;  N,  A:,  k'  étant  des  constantes  arbitraires. 

49.  Ces  valeurs  satisf^ùff  auix  équations  (7)datiâ^  touW 
leur  étendue  ;  elles  doivent  donc  renfermer  fe  lois 
de  la  précession  des  équinoxes  lunaires  et  de  la  nu- 
tation  de  son  axe  de  rotation.  Mais  ayant  é'etk  «sli- 
niiner  les  conséquences,  il  est  bon  de  faire  quelques 
ûWnmtions  ^lû  «a  r^tr^iiulront  la  généralité. 

Nous  avons  dît,  uf^^S,  qiie  ■   était    toujourà 

une  quantité  très  petite  ;  on  verra  bientôt  qu'il  en  est 

<ie  même  de  —^^  en  sorte  que  sî  Ton  fait 

C A,  ,  C-î-B  y 

;— 'ÏSQ  4  p     ■   *— JC —  ^5'  i^.f  .       /    .    .. 
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ce  qui  donne  A  =  C.(i  — t)  et  B:=sC.(i  —  i*) ,  i  et  i' 
seront  de  très  petites  quantités  dont  on  pourra  né- 
gliger les  carrés  et  le  produit.  Si  Ton  substitue  ces 
valeurs  dans  Téquation  (ii)^  elle  devient 


•     ^ 


\i_f— .j'/  ■    I — »— r  ' 

équation  qui  donne ,  en  la  résolvant  par  approxima- 
tion, 

L  2(1— »—0  J 

On  tire  de  là  ces  deux  valeurs ,  /•  =  m*  +  5ww*  et 
Z*  =  ^iHm^i  on  aura  donc^  en  prenant  pour  Z  et  Z'  les 
deux  racines  positives  de  ces  équations , 

Z  =  m-|-|i/ii;     V  's=i:im\/iï  ^ 

ou  bien ,  en  remettant  pour  i  et  î'  les  valeurs  que 
ces  lettres  représentent , 

»l— f /7I.(  — — J  ,       i  =2/7t. i g -. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (12)  don- 
neront y  en  observant  que  i  et  i  sont  de  très  petites 
quantités , 


M' 


=  M,     N'  =  _:,^/|£^.N. 


Les  valeurs  de  s  et  s*  deviendront  ainsi 
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*=Msm(//+ft)  +  Nsin(n  +  ft')+P8in(Af-hA')+etc. 

Si^  dans  une  première  approximation ,  on  néglige 
dans  les  équations  différentielles  (7),  les  produits 
de  l'angle  p  — -  ^  par  les  quantités  s  ^  s'  et  y  y  le  se- 
cond membre  de  la  première  de  ces  équations  se  ré- 
duira à  5/w*.^— ~— \5.sin((^— a)etceluideladeuxîème 

à  zéro  ;  Hsin(A/  +  A')  +  etc.  représentera  donc  dans 
ce  cas  la  latitude  de  la  Lune  développée  en  fonction 
des  sinus  et  des  cosinus  du  moyen  mouvement  mL 
Le  terme  le  plus  considérable  de  cette  valeur  est  celui 
qui  dépend  de  l'argument  de  la  latitude  :  en  ne  con- 
sidérant que  ce  seul  terme  et  en  le  supposant  repré- 
senté par  H  sin(A/-f- A'),  on  aura  les  valeurs  qui  en 
résultent  dans  s  et  s%  en  faisant  H'=o  dans  les 
équations  du  n°  ^8,  d'où  l'on  conclura  P  et  P'  ;  les  va- 
leurs de  s  et  s^  se  réduiront  ainsi  aux  suivantes  : 

s  =  M  sîn  {lt+ ft)  +  N  sin  {tt + k')  4-P  sia  {ht + h') , 

»'  =M  cos  (/« + it  ) + a .  \/^^.lXcos{rt+k')+Vcos(ht+k'). 

5o,  Examinons  maintenant  ce  qui  résulte  de  ces 
intégrales  par  rapport  aux  déplacemens  de  l'équateur 
lunaire. 

On  a,  parle  n^ 4^, 

s  =  tarig  ô  sin  ^  ,     ^'  =  tang  ô  cos  (p  , 
d'où  Ton  tire 


tang  ^  =  -. ,     tang  fl  =  s/s^  +  s^*. 

9 
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Si  y  à  la  place  de  ^  et  ^-^  oa  substitue  leurs  valeurs; 
on  aura  ainsi 


Msin(/H-ft)+Nsîn(r/4-it')+Psîn(Ae+A0 


Mco8(/t4.ft)4.2.  Y/|-~.Iîcos(rt+*')+P'cos(A«+À')  ' 

et  en  supposant  pour  abréger 

il  est  aisé  de  voir],  n®  66,  livre  II,  que  la  valeur 
précédente  pourra  prendre  cette  forme 

tangC^  — Ait-y)  = 

P+Mcos[(/.  ft)^+/j-ft']-|.Lcos[(/-A)t+ifr'-A^+Kcos[(/HF^)«+^'+^' 

Si  rou  suppose  d'abord  nulles  les  deux  constautes 
M  et  N ,  cette  équation  donnera 

(pz=ht  +  h!    on     ^  =  i8o**  +  ^f-f- A', 

selon  que  P  sera  une  quantité  positive  ou  négative. 
Voyons  quelle  est  celle  de  ces  deux  valeurs  qui  s'ac- 
corde avec  les  observations. 

L'angle  /wi+  c+4  ^^^  '^  longitude  du  rayon  vec- 
teur mené  de  la  Lune  à  la  Terre ,  comptée  à  par- 
tir du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire; 
I  So*"  +  A/  +  ^'  est  l'argument  de  la  latitude  de  la 
Lune ,  et  par  conséquent  A^+  A'  la  distance  de  la 
Terre  au  nœud  ascendant  de  l'orbe  lunair^^  mt-jr^-^ 
^^ht — A'  exprime  donc  l'angle  compris  entre  lencenci 
ascendant  de  l'orbite  et  le  nœud  descendant  de  Te- 
quateur  de  la  Lune.  Or,  on  a,  par  ce  qui  précède ^ 
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pz=:kt^h'    et    ^'^'^z=mi'\'Ç+u, 

u  étant  une  très  petite  qnantil»  qai  exprime  la  libra-^ 
tion  de  la  Lnne  eu  longitude ,  et  qiii  n'est  conaposee 
que  de  termes  périodiques.  Si  l'on^  néglige  ces  termes^ 
on  aura 

d'oii  il  suit  que  le  lieu  moyen  du  nœud  descendant  de 
réquateup  de  la  Lune  coïncidera  exactement  avec  le 
lieu  moyen  de  Forbite ,  résultat  qui  s'accorde  avec  la 
théorie  fondée  sur  les  observations  faites  par  Cassini 
et  répétées  ensuite  par  Mayer  et  Lalande. 
Dans  le  second  cas ,  on  a 

on  aura  donc 

m/  +  c+>j/  —  ht — A'=  i8o*, 

et  le  nçeud  ascendant  de  l'équateur  lunaire  coînci*- 
dera  par  conséquent  alors  avec  le  nœud  descendant 
deTorbite.  Ce  cas  pourrait,  comme  on  voit^  avoir 
également  lieu;  il  suffirait  pour  cela  que  P  fût  une 
quantité  négative;  mais  comme  le  premier  résultat 
s'accorde  exactement  avec  les  observations^  il  faut 
en  conclure  que  lai  v^tleur  de  P  est  positive. 

Considérons  actuellement  l'expression  générale  de 
taiig(^ — hi-^k).  l\  est  aisé  de  voir  que  l'angle 
?  -^  At*^  À'  ne  pourra  jamais  aU;eindre  l'angle  droit 
en  plus  ou  en  moins,  si  le  dénominateur  de  cette: ex- 
pression est  constamment  de  même  signe  et  plus 
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grand  que  zéro*. En  sorte  qae  <p  sera  dans  ce  cas  égal 
à  ht'\^h'  plus  ou  moins  un  angle  toujours  moindre 
que  go^y  et  par  conséquent  la  valeur  moyenne  de 
^  sera  encore  alors  ht^h'.  Si^  au  contraire ,  ce 
dénominateur  pouvait  devenir  nul^  la  valeur  de 
tang((p — ht — N)  deviendrait  infinie;  l'angle  (p — ht — K 
dépasserait  alors  go"",  il  pourrait  même ,  par  la  suitCi 
devenir  égal  à  une  ou  plusieurs  circonférences,  et 
il  ne  serait  plus  possible  par  conséquent  d'assigner 
daqs  ce  cas  aucune  limite  à  ses  accroissemens. 

Or ,  les  observations  ayant  fait  voir  que  le  nœud 
descendant  de  l'équateur  de  la  Lune  ne  s'éloigne 
jamais  que  très  peu  du  nœud  moyen  ascendant  de 
son  orbite,  et  qu'ainsi  cp — ht — K  est  toujours 
un  angle  peu  considérable,  il  en  résulte  que  l'ex- 
pression 

ne  doit  jamais  devenir  nulle,  quels  que  soient  les  dJOr- 
gles  (/— A)^+A: — A',  etc.,  ce  qui  exige  que  cette 
quantité  ne  change  pas  de  signes,  et  que  par  consé- 
quent la  valeur  de  P  soit  plus  grande  que  la  somme 
des  coefEciens  M,  L^,  K,  abstraction  faite  des  signes 
de  ces  quantités.  Nous  avons  vu  que  lorsque  M,  L, 
K  sont  nuls,  P  doit  être  une  quantité  positive;  il 
faut  donc,  dans  le  cas  général,  que  P  ait  une  valeur 
positive  plus  grande  que  la  somme  des  valeurs  de 
M,  L,  K,  pour  que  (p — ht — h'  soit  un  angle  toujours 
moindre  que  l'angle  droit;  et  il  faut  en  outre  que  les 
quantités  M,  L,  K,  et  par  conséquent  M  et  N; 
soient  très  petites  par  rapport  à  P ,  pour  que  l'angle 
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(f — ht'-^K  soit  toujours  fort  petit,  comme  robser- 
vation  l'indique.  Or.^  comme  M  et  N  sont  arbitraires, 
cette  dernière  condition  est  toujours  facile  à  remplir, 
et  doit  étpe  considérée  conune  une  donnëe  fournie 
par  les  observations. 

Si  l'on  fait  ^-rr^ht-r-h^ss^,  en  sorte  que  ^r=A^+A'+Ç, 
on  aura  ' 

*^z=s(P'. — mt-^c — u=:M'^h' — mt — c — w+Ç 

pour  la  longitude  du  nœud  descendant  de  l'équateur 
lunaire.  Or,  mi+c — ht^^^hl  est  le  lieu  moyen  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  ;  on  aura  donc  le  lieu 
yrai  du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire ,  en 
retranchant  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de 
Torbite  de  l'angle  Ç — u^  u  étant  la  libration  réelle 
de  la  Lune  en  longitude,  et  Ç'  un  très  petit  angle 
déterminé  par  l'équation 

Conàidérons  maintenant  l'expressioïi  de  l'inclinaison 
de  récjuateur  lunaire  sur  l'écliptique  fixe.  Si  l'on 
ajoute  les  icarres  des  valeurs  de  s  et  s%  en  observant 

que 

N  =  K  +  L    et   .2.y/|^.Nt=sK— L, 
on  aura 

\  •  •       ,  *  '  • 

■'         F  .    > 

=P*4.M*4.L*+K»+2.MP.cos[(/-A)^4.A-y]±:2.ML.cos[(/'-/)t+i-A] 
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Nous  venooft  de  y  dit  que  pour  que  ^-^^^kt^-^h! 
soît  constamment  un  trè$  petit  angle^  lef)  collantes 
M^  L  et  K  doivent  être  très  petitei^,  par  rapport 
à  P;  rinclîtiaison  6  est  donc,  à  très  peu  près/cons-* 
tante  et  égale  à  P.  Ainsi  donc  ^  la  eolactdenee  des 
nœttds  de  l'équateur  et  de  l'orbîte  lunaire  et  Pmya- 
fiabilité  de  l'inclinaison  du  premier  de  ces  plans  à 
récliptique  ne  sont  pas  deux  phénomènes  isolés  dans 
le  système  du  monde  ;  ils  résultent  l'un  de  l'autre  par 
la  théorie  de  la  pesanteur  >  comûie  ils  sont  donnés 
simultanément  par  robservatioui 

On  voit^  par  ce  qui  précède  et  par  ce  que  nous 
ayops  dit  u""  44>  9^^  ^^^^  ^^  théorie  de  la  libfatioo 
de  la  Lune^  on  peut  regarder  ^^omme  uulUs^  lou  du 
moins  comnoe  iûsebsibles^  les  constantes  arbitraires  qoi 
dépendent  de  Fctat   initial    du  mouvement.    Nous 
savons  remarqué  semblablen^ent ,  dans  le  n""  i3^  que 
les  observations  les  plus  précises  n'indiquaient,  dans 
le  mouvement  dé  l'équateur  terrestre,  aucune  inéga- 
lité dépendante  de  la  mêniie  cause;  Ce  résultat  doit 
sans  doute  être  étendu  à  toutes  les  planètes;  et  Toa 
conçoit  en  effet  que  l'influence  de  l'impulsion  primi- 
tive qu'ont  reçue  les  corps  célestes,  içur  Iç^  pçirturba* 
tions   de    leur    mouvement   uniforme   de    rotatiod 
autour  de  leur  centre  de  gravité,  a  du  être  depuis 
long-teknps  anéccntie  par  les  frottemebs^ei  ler  résis- 
tances  qu'ils  éprouvent;  en  sorte  qu'il  ne  subsiste 
plus  aujourd'hui  que  celles  qui  ont  une  cause  per- 
manente. 

5 1 .  Nous^  âllous  maîntenaut  repretulre  epi '  défoiliës 
différens  termes  des  expreHsioHjs  g)énéra}ési  dej^et  / 
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et  en  déduire^  comme  nous  l'avons  fait  relative- 
ment à  Texpresskm  de  la  libration  en  longitude^ 
les  données  qu'elles  fournissent  sm*'  la  constitution 
du  sphéroïde  lunaire.  Il  est  évident  d'abord  que  pour 
que  les  valeurs  de  s  et  s^  demeurent  constamment 
très  petites^  ^omme  les  observations  l'indiquent,  il 
faut  que  léS  coefficietts  M ,  N ,  M',  N'>  P  et  F  soient 
très  petits;  et  que  de  plus,  les  coefficiens  /,  /', 
hf  etc.,  soient  réels.  Or,  les  quantités  h,  etc.,  sont 
réelles  de  leur  nature;  mais  pour  que  les  valeurs  de 
/  et  P  le  soient  aiissi ,  il  faut  qUe  les  racines  de  ré** 
quation  (lo)  soient  non-seulement  réelles,  mais  en- 
core positives ,  ce  qui  donne  les  trois  équations .  de 
condition  suivantes  : 

(AH-B— C)*— 4.(A— C).A— (B— C).B>o, 

(A+B-CJ^-4.(A.C).A+(A-B).B>i6.(A-C).(B-CJ.AB^ 

(A— C).(B— C)>o. 

■  f  A  J 

Si  Fune  de  cea  conditioms  n  était  pas  satiisfaite ,  les 
valeurs  de  s  et.s-  renfermeraient  le  temps  t  hors  des 
signes  sinus  et  cosinus,  et  pourraient  augmenter  in-> 
défmiment ,.  ce  qui  est  contraire  aux  phénomènes 
observés*  La*  dernière  montre  que  le  produit 
(A— C)*(B-*t4G)  doit  toujours  être  positif,  ce  qui 
exigea  que  (Isôit'Ie<  plus  grand  ou  le  plus  petit  des 
trois  dioasiens  d'inertie  .A,  Bf  C^  Or^  €•  e^le  tàth*. 
ment  d'inerâd  qui  se  rapporte ^  'au  troisième  axe 
principal  de  la  Lune ,  celui  autour  duquel  elle 
tourne;  il  est  donc  naturel  de  supposer  qu'il  est 
plus  grand  que  les  momens  d'inertie  A,  B,  qui  se 
rapportent  aux  axes  principaux  situés  dans  réqùateur, 
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puisque  la  Luue  a  dû  nécessairement  s*aplatir  dans 
le  sens  des  pôLes  par  l'effet  du  incavement  de  rota- 
tion. Nous  ayons  déjà  Vu^  ni*  44^  9[^^  ^  —  A  doit 
être  une  quantité  positive  pour  que  la  libration  de 
la  Lune  en  longitude  soit  toujours  peu  considérable; 
C  est  donc  le  plus  grand ,  et  A  le  plus  petit  des 
trois  momens  d'inertie  du  sphéroïde  lunaire. 

Sa.  Reprenons  les  équations  (S),  n""  46  ;  en  remar- 
quant que  CL  est  un  fort  petit  angle,  on  peut  les  écrire 
ainsi  : 

d^J  (A+B-C),   ds   /B-C\     _    3L/B.C\,-,    ^    .  ,       ^   .  ,     ^ 
-g- j — ^•'^■"\"Â"y*'^  *  —'^  ^-^j.(9+>')-8in(i^*).sin(i^). 

Les  seuls  termes  de  ces  expressions  qui  puissent 
devenir  sensibles  sont  ceux  qui  dépendent  de  l'argu- 
ment moyen  de  la  latitude,  à  raison  de  leur  grandeur^ 
et  ceux  qui  acquièrent  par  l'intégration  de  très 
petits  diviseurs,  circonstance  qui  peut  les  rendre 
considérables,  quoique  très  petits  par  eux-mêmes. 
Voyons  ce  que  deviennent  dans  ces  deux  cas  les  quan- 
tités que  nous  avons  désignées  généralement  par  F 
et  F^  Si,  dans  une  première  approximation,  on  né' 
glige  les.  termes  des  seconds  membres  des  équations 
précédentes  qui  dépendent  des .  angles  0  et  (^— -4>  qui 
sont  de  très  petites  quantités ,  le  second  membre  de 
la  première  des  équations  (iS)  se  réduit  à . 

et  celui  de  la  seconde  à  zéro. 
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On  a  vu,  n*  48  >  que  ysin{i^ — a)  représente  la 
tangente  de  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune , 
et  a  la  longitude  du  nceud  ascendant  de  l'orbe  lunaire 
comptée  d'une  ligne  fixe.  Ce  point  a  un  mouvement 
rétrograde  sur  le  plan  de  l'écliplique  fixe,  et  en  dé- 
signant par  — amt'^g  la  partie  moyenne  de  ce 
mouvement  qu'il  nous  suffira  de  considérer  ici,  et 
substituant  pour  i^  la  longitude  moyenne  ml  +  c  de 
la  Terre  vue  de  la  Lune ,  on  aura 

« 

5'SÎin(p  —  ol)  =  3^sin[(i  +a)mi+  C]. 

Nous  avons  représenté,  n°  48 >  par  X. Usin (ht -^ h') 
la  somme  des  termes  périodiques  du  second  mem- 
bre de  la  première  des  équations  (7);  en  suppo- 
sant donc  que  Hsin(A^-l-A')  est  le  terme  de  cette 
suite  que  nous  considérons ,  on  aura 

«étant  une  très  petite  quantité  dont  on  peut  négliger 
le  carré.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  h  dans  D,  et 
<lu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  a*,  on  pourra 
lui  donner  cette  forme 


AB 


[2Ca+3 .  (  A— C)] .  m*—  6A .  (-^ .  am^. 


On  peut  négliger  le  dernier  terme  de  cette  expression^ 
^  cause  de  la  petitesse  de  ses  deux  facteurs ,  et  en 
disant  H'  =  o  dans  les  valeurs  de  P  et  F^  on  aura, 
^  très  peu  près,  , 

P..  -D/ .^'C^ — A).y   . 

•  ^aCcr-3.(C— A)' 

Tome  If.  30 
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Tous  les  ternses^des  vateuirft  de  s"  et  s' qui  ac<|aiè»ut 
de  p^itd  diviseurs- pat  riatë^«ltîoiB^  ont  ëté^scutés 
tmec  sanX'y  etv  tenant  camptie  des  ppîiicipalefif  méga* 
Utés  de  la  Luoie  dà  ppemiey  eb  dm  seeûnd  ordre, 
•pdr  rajuport  à^  Findioaiiseti  et  à  Texcenlrieité  de  soa 
orbite  9  edi  IWa  reeo&nu  que  ke  seul  d^entre  eux  qui 
puisse  deyenir  sensiMe  &t  celui  qui  dépend  de  lalon- 
g[itude  du  périgée  lunaire.  L'inégalké  q^i  en  résulte 
a  une  période  d'enriron  six  années  ;  elle  dépend  de  la 
seconde  approximation^  c'est-à-dire  qu'elle  est  da 
second  orâté  pai*  rap^ft  aux  quantités  6,  y  et  e, 
en  désignant  par  e  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire. 
Four  la  déterminer^  reprenons  les  équations  (i3);  en 
remarquant  que  a ,  désignant  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  Forbite  de  la  Lune,  comptée  du  nœud 
descendant  de  son  équateur^  est  un  très  petit  angle 
dont  on  peut  faire  abstraction ,  on  aura 

d»«  (A+B-C)     ds'   /A-C\  _.      3L  /A-Cv.  .   ^  . 

dV   (À+B-C)     ds    /1^-G\     ,      3L  /B-€\  ,.  ,    ,   .       ^  r     J^ 

Far  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on  a 

-=  I  — e  cos(mt  +  c  — €o), 

»  * 

e  étant  l'encentidd^té  et  n.Ia  Ipngjiude  du  «œ^^d  as- 
cendant de  l'orbe  lunaire,  nu-^c  la  longit^d^caajtcPQ^ 
de  la  Terre  vue  de  la  Lune ,  et  a»  la  longitude  du  pé- 
rigée de  l'orbite  qu'elle  est  siif^osée  décrire ,  ces  trois 
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loi^tadss  ëtpnt  oomptffcs! sw  t9|>laû  de  f^difpticftie 
à  partir  d'une  ligne  fixe.  De  ces  équations,  en  il'ajèint 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  la  première 
puissance  de  e,  on  tire 


I         I 


li^¥^c<sta{mt^c — ai)], 
siu  p=:sin(m^+tf-n)+2e  cos(m^+c-)si  a(^mt  +ç-^)  » 

On  peiAt  d'aiUeun^i  GOCPme  . v •r^f'  eat  un  trè»  petit 
arC|  ui^liger  son  ca]?r4  dans,  tes  seconds,  naûmbres  des 
équations  (i4)i  ^>^j  ^^  ^  revient  au  méikie,  lesubd- 
tituet  à  la  place  de  9<m  smua,  et  supposer  son  cwi- 
nus  égal  à  Funité.  Or,  l'expression  de  cet  arc  coil^ 
tient,  d'après  \&  ff  45  *  le term^  2^  sm{mt  4- c — ûi)  ; 
on  aura  donc 

cos(c — p^Bsi ,  &m(i»^-^^)sss2esin(i3Qtf»<{^€>— -o)).  • 

En  vertu  des  valeurs,  précédentes,  le  second 
membre  de  la  première  des  équations  (i4)i  ^^  ^^ 
c(»isidémn£  que  les  termes,  del'qi^a  des  e»ûentirir 
cités  de  l'orbe  lunaire ,  devient 

.  r  >   1 

3L/A-C\ 

OU  bien,  en  négligeant  les  termes  périodiques ^i 

Ou  verra,  de  la  même  manière  que  le  second  membre 
de  k  deuxième  de  ces  équations  se  réduit  à 

JL  /B-C\ 

20.. 
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ce  qui  dottnci,  ea  Bégligeant  la  partie  périodique,  le 
terme 

^       *- 

Il  faut  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (14); 
mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cet  article, 
nous  obierverons  que  y  sin(i^ — et)  exprime,  n®  62,  la 
latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune ,  qui  est  égale  et  de 
signe  conti*aireà  la  latitude  de  la  Lune.  Or,  Texpres- 
^îon  de  cette  dernière  latitude  contient,  dans  la  partie 
qui  est  due  à  la  force  perturbatrice ,  une  inégalité  de 
ççtte  forme 

—  ^^•K.sin(û>— n), 

laquelle  produira,  dans  le  second  membre  de  la  pre- 
mière des^équations  (14)9  le  terme  suivant  : 

qu'il  faudra  joindre  au  terme  déterminé  plus  haut.  Les 
équations  (i4)^  e^i  observant  qu'on  a  m*  ==  -5 ,  devien- 
dront  ainsi 

^_(Aj*S.4^*^)„.„3»...(^[M,.(,+K)].».(-.l 

L^actioftdu  Soleil  fait  varier  les  nœuds  et  ïe  pe'ri- 
gée  de  l'orbite  lunaire;  le  mouvement  du  pe'rigee 
est  direct;  désignons  par  iwf-f-/* sa  longitude  moyenne 

...» 


d 
3^ 
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comptée  à  partir  d!u|ie  ligne  iixe;  le  mtobrèmént  .des 
nœuds  étant  rétrogradé  ^  soit  comme  précédemment 
— amf +g  1^  longitude  knoyenne  du  nœud  ii^cendant 
comptée  de  la  même  ligne  ;  oà  représentant  la  longi- 
tude de.  Torbite  de  la  Terre  vue  .de  l^.Lujie/  est 
égal  à  la  Ipngitude  de  l'orbe  lunaire  ^gpaei^tée  d'une 
demi-circonférence;  Qn  ^urâ.dp^c  ainsi  ;.     : 

(à  —  n  =  (/i+ô).w/ +/—§'  +  i8o*. 

■ 

Si  Ton  sul)stitue  cette  Valeur  dans  -  les  équations  dif- 
férentielles pi:;écédentes  et  que  pour  y  satisfaire  on'  n     . 
supposé  '     ^ 

s  =P.*sin  [(îa47,:A),mf +/^gr],. 
/;?=F,cos  ([a^,P).mt^f^g\,    .  ../ 


û  et  ft  étant  de  petites^^ quantités  dont  on  peut  négliger 
les  carrés  et  les  produits  par  7"  et  "7  >  on  trou- 
vera,  à  très  peu  près,   ^     .  ;   \ 


^3.(îl=^).(8  +  y);.    /'  .;^3.(^).[8+y.(i+K)];. 


: TT-L ">  ^ 


a  +  6  '  ;a+à 


:.)   ..  •  '     t      •. 


^n  aura  donc ,  en  vertu  des  deux  termes  que  nous 
Venons  de  considérer ,  pour  les  valeurs  complètes  de 


5  et  dé/, 


iio  TIIÉOIIIE  àlUiLfTiQUE 

S5^  Si  lV)ii«lève  au  catt^  ces  viAeûrt  et  qu^cm  tes 

sufyftitue  ensuite  dkirs  réquâtîon  tang  6=\/5»4-."^S 
en  négligeant  ies  produits  de  ttms  dimensions ,  par 
rapport  à  ^^  G  et  ^  ^  on  aura 

Comparons  ^cetté  valeur  jteirèbâek'virtîôns;  En  ne  con- 
sidérant d^a}>ord  que  6t>n  prfeimdr'terme ,  -on  a 

Mayer,  par  des  observations  faites  en  1749  ^  ^^^^ 
trouvé  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  égale  à 
i**  29',  MM.  Bous:a?d  et  Nicollet,  par  de$  «observations 
i*eti6uvèlées  dani   cjes  derniers  temps  ^t  que  nûns 

'  avons  déjà  citées,  ont  réduit  cette  inclinaison  à 
i*'28'45'';  résultat  qui  ne  diffère  que  de  i5'  de  celui 
de  TVÏajer,  et  qui  démontre  avec  évidence  l'inva- 

,  riabîlilé  de  Hnclinaison  moyenne.  Nous  supposerons 
donc  6  s=  i'28'45";  on  a  d'ailleurs  par  la  théorie  de 
la  Lune , 

^  =  5*  8'  49";     a  =  o.  004022 . 
Oh'^uradbhc^  au  moyen  de  TéquatioA  (tS'), 


DU<  8JSirÈlfE  DIS  UOSiOE,  lx.i. 

„  /C— A\        2û  +9 
3.(-^)=-j:p^  =0.0017972. 

Or,  d'après  rordre  de  grandeur  des  trois  quantités 
A,  B,  C^  on  a 

B  —A     ^C  —A 


lia  p]!eTuière  d^.  x^es  deux,  .guajxtités  est  4i^nc 
moiAdj?e  qyie  o.opp6.,  comme  jious  l'avons  s];^ppsç 

lieprenons  mwitenant  La  valeur  confipl^te^  jde 
taog  G;  -en  ne  cansidénant  que  l^s  termes  doojtn^fi?, 
avons  d'abord  fait  abstraction ,  et  négligeant ,  .comme 
nous  le  Taisons,  le  carre  de  9 ,  on  en  tire  '* 

r 

équation  dans  le  second  membre  de  laquelle  on  subs- 
tituera pour  G  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (i5). 

Les  deux /ini^galités  que  cette  expression  renferme 
ont  pour  limites  leurs  .coefficiens^  et  l'on  peut  en 
calculer  approximativement  les  valeurs.  în  effet,  on 
^j  par  ce  qui  précède , 

et  par  la  théorie  de  la  Lune , 

e=:o.o5487,      a  =0.004022, 
6=0 ,008452,    K=;o.o59;io6. 
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En  supposant  donc  pour  un  moment, 

C— A        C— A  £, 

-^~=  -g- =0.00069907, 


on  aura 


'■(^>fe 


Ainsi ,  le  maximum  de  la  seconde  inégalité  de  One 
s'élèvera  pas  à  l' Sy",  c'est-k-dîre  à  la  cinquan- 
tième partie  environ  de  l'inclinaison  moyenne. 

Le  maximum  de  la  première  inégalité  ne  saurait 
ètte  déterminé  rigoureusement ,  parce  que  la  valeur 

de     ~    est  encore  inconnue  ;  mais  on  peut  en  fixer 

la  limite  en  observant  que  l'on  a 

C  — B        C— A 
"~A~  ^  "B""  ' 

d'où  il  suit  que  la  première  inégalité  est  moindre 
dans  son  maximum  que  le  double  de  la  seconde, 
c  est-à-dîre  qu'elle  est  au-dessous  de  ^  de  Tinclinai- 
son  moyenne  de  l'équateur  lunaire  à  Técliptique. 

54»  Les  valeurs  de  s  et  de  /  produisent  deux  inégali- 
tés semblables  aux  précédentes^  dans  la  valeur  de  ^f  et 
par  suite,  dans  l'expression  de  la  distance  du  nœud  des- 
cendant de  l'équateur  lunaire  au  nœud  ascendant  de 
l'orbite.  En  effet,  en  ne  considérant  que  le  pi'cmier 
terme  de  ces  valeurs,  on  a 


0 
tang  (p  =  p  r=  tang. [(i  +  a)mt  +  c-^g], 


I 
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d'où  l'on  tire 

^  s=5  (i  ^  a)  m<  -f-  c  — g. 

On  a  d'ailleurs ,  en  faisant  abstraction  de  la  libration 
en  longitude  qui  est  très  petite , 

>|/  =  ^  —  mf — c; 
on  aura  donc 

'\i=:amt  —  gf 

c'est-à-dire  que  le  nœud  de  l'ëquateur  lunaire 
coïncide  avec  le  nœud  de  l'orbite ,  conlnie  nous  l'a- 
Yons  démontre  généralement  n^  5o.  Considérons 
maintenant  les  termes  du  second  ordre  des  valeurs 

de  s  et  s'i  faisons  pour  abréger , 

» 

£n  sorte  que  Ç  exprime  l'angle  compris  entre  le 
nœud  de  l'équateur  de  la  Lune  et  le  nœud  de  son 
orbite  compté  sur  le  plan  parallèle  à  l'écliptique^ 
et  dans  Tordre  des  signes.  On  aura^  en  mettant  pour 
4  sa  valeur 

^=(1  +û)l7li-}-C  —  g'^<P  9 

doù  Ton  tire 

tangô.sinÇ=tang9.8În[(i  +  a)mt  +  c-^g — ^)] 

=rs'sin[(i+a)m/-|-c — g\  — scos[Jii+a)mt"^c — g\i 

Si  l'on  substitue  pour  s  et  s'  leurs  valeurs,  qu'on 
divise  ensuite  l'équation  résultante  par' la  valeur  de 
^ng  d  et  qu'on  néglige  les  pi^issances  de  e  supé- 
rieures à  la  première,  ce  qui  permet  de  mettre  Tare  f 
^  la  place  de  son  sinus,  on  aura 
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On  peut  calculer  le  coefficie;it  de  la  seconde  de  ces 
deux  inégalités;  en  effet,  si  l'on  supp€ise.S  ./ — g^-j 

=  0.0008986,  au  moyen  des  Taïeurs  de  e,  a,b, 
4^  y,  B,  idomnées  précédemment,  on  irouvera 
j  ^  2'  45"  pour  U  yaldur  de  œ  coefficient ,  d'où  IW 
Yoit  qu'^ea  vertu  de  la  secosida  «des  inégalités  de  (f 
ie&  nwods  de  l'équateur  <et  de  Torbite  lusiaijTes  peu- 
vent s'écarter  l'un  de  l'autre  «de  plus  d'un  tdegre. 
Le  maximum  de  la  seconde  inégalité  ne  peut  encore 
se  déterminer,  parce    qu'on  ignore,    comme  nous 

layons  dit ,  la  vafcnr  -de  — r—  9  mais  oft  isst^Qfêsnré 

qu'il  ne  saurait  surpasser  le  douUe  de  la  seconde, 
c'e^-à-dire  environ  deux  degrés.  Majer  avsut  trouvé 
parles  observations  Ç  =  —  5*36';  MM.  Bonvard  et 
NicoUet  ont  conclu  des  leurs  Ç=i''48'.  On  peut 
attribuer  la  diffà^ence  -des  d.eux  résultats,  en  partie 
aux  erreurs  des  observations,  et  en  partie  aux  varia- 
tions que  subit  la  quantité  Ç  en  vertu  des  inégalités 
qu'elle  renferme. 

55.  M.  NicoUet,  diaprés  les  derniers  calculs  qu  il  a 
iiûts  sur  les  lobserrations  de  M.  fioujvaffd  ^  a  trouve 
rinolinaison  moj^snixe  de  i'équaienr  Imiaire  sur  l'ér 
^dqptique  de  )i'''jiB't4^",  y^lenr  oa  peu  gplm  ^taoïk 
que  adle  lyiie  ^qods  ^vvpns  »d'ahord  «doptée  ;  en  en  a 
déduit 
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-=— g — î  =0.000178. 

B— A 

Au  moyen  ^  £ette  v^lettr  et  de  œlle  de  — g— 
rapportée  n!"  j^  ^  on  €ûûçlttt^  à  tcès  peu  près^  v 

3CC— 3) 

î  A-j^^ 2  =  0.00012. 

* 

Si  à  l'aide  de  ces  valeurs  et  de  celles  qae  nous 
avons  rapportées  plus  haut/  pour  les  4piantité5 
a,  b,  ^,  e^  eXc,  on  réduit  en  nombres  les  coefficiens 
des  inégalités  des  expressions  précédentes  de  9  et  de 
Ç;  en  faisant  pour  abréger 

D=z=(i  ^a)mt'h'^—'gj^     È=(û+*)'w^+/— g'^ 

«  t 

on  trouve 

9=:  i^  28'42^-f;  i3"sinD  sinE+97"cosDcosE, 
Ç=       44^^tî5sî)  sin  ISi—^721^  sînPcos  E. 

Dans  ces  foMti«Ie$^  -ÔT^présèÈite  linclinaison  vraie 
de  lequateur  lunaire  sur  l'écliptique,  Ç"  la  distance 
àti  witxsà  desdendaint  fle  fôqtrateur  de  ta  Lutié  au 
û<fetKl  'lâtefydirnt  ^e  scm  orbite.  D  t!^  la  distancé 
moyenne  de  la  Lune  à  son  nœud  ascendant  et  E  celle 
de  son  périgée  à  ce  même  nœud. 

^.  Nouft«i*wytis  dit,  n*^  4'2>  '<ïtie  la  pofeîtiôn  des 
pôles  n  etaît  pas  stable  à  là  surface  de  la  Ltmé;  îf  est 
aisé  de  déterminer  maintenant  les  variations  qu  ils 
éprouvent. 

En  eflet ,  si ,  à  l'aide  des  données  précédentes , 
^  conVeftît  eti  nombre  les  èoeâîciens  des  exprès- 
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sions  de  s  et  de  s',  n*  5a ,  on  trouve 

s  =  (!•  28'  4a').  sin  D.  +  1 3"  sin  E, 
«'=  (i«  a8'  4a^.  c^s  D  +  97"cosE, 

d'où  ea  différenciant  et  observant  que  l'on  a 

-2^=1 +  €1=1.00402,     ^=a+b=:o.oia47, 

on  tire 

^=zfi^2&  63").  cos  D  +  o",3  cosE , 

maù        ^  ' 

^  =— (i«28'63'0.  sinD  —  i^sinE. 

mdi  ^  ^ 

Les  équations  (6)  donnent 

.     ds'  p^         c'  —  -^ g 

on  aura  donc 

£.:;=2i"sinD— i2"sinE, 

m 

2-  =  a  1  "  COsD  —  Q7"C08 E. 

Si  Ton  nomme  J^  Tangle  que  ferme  l'axe  instan* 
tané  de  rotation  de  la  Lune  avec  l'axe    auquel  se 

rapporte  le  plus  grand  moment  d'inertie  C,— ~===^ 

exprimera  généralement,  n""  i ,  le  sinus  de  cet  angle; 
on  aura  donc ,  à  très  peu  près , 

m 

En  substituant  pour  p  et  q  leurs  valeurs  p  Qxy  verra 
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que  la  plus  grande  valeur  de  l'angle  cT  serait  de  2'  36% 
en  sorte  que  les  pôles  de  rotation  de  la  Lune  peuvent 
faire  autour  des  pôles  de  son  équateur  des  excursions 
dont  retendue ,  dans  son  maximum ,  est  de  2'  36''. 

57.  Nous  avons  rapporté  jusqu'ici  les  mouvemens 
deiequateur  lunaire  à  une  écHptique  fixe;  il  res- 
terait^ pour  compléter  la  théorie  de  la  libration 
de  la  Lune ,  à  considérer  les  mouvcmens  de  ce  plan 
relativement  à  Técliptique  mobile.  Mais  il  est  aisé 
de  se  convaincre,  par  une  analyse  très  simple ,  que 
les  équations  qui  déterminent  la  position  de  l'équa- 
teuT  lunaire  sont  absolument  de  même  forme,  soit 
qu*on  la  rapporte  à  l'écliptique  fixe  ou  à  l'écliplique 
mobile,  pourvu  qu'on  rapporte  au  même  plan  la 
position  de  la  Lune  dans  son  orbite  ;  d'où  l'on  peut 
conclure  que  les  lois  des  phénomènes  qui  dépendent 
des  mouvemens  de  son  équateur  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  cas.  Pour  se  rendre  raison  de  ce  ré- 
sultatyil  faut  concevoir  que  l'attraction  delà  Terre  sur 
le  sphéroïde  lunaire ,  ramenant  sans  cesse  l'équateur 
^t  lorbite  de  la  Lune  au  même  degré  d'inclinaison 
sur  l'écliptique  vraie,  la  constance  de  l'inclinaison 
mutaelle  de  ces  deux  plans ,  et  la  coïncidence  de  leurs 
Dceuds,  n'éprouvent  aucune  altération  des  déplace- 
mens  séculaires  de  l'écliptique.  Enfin,  nous  n'avons 
pas  tenu  compte,  dans  la  théorie  précédente ,  de  l'ac- 
tion du  Soleil  sur  le  sphéroïde  lunaire,  parce  que 
toutes  les  recherches  qu'on  a  faites  à  cet  égard  ont 
prouvé  que  cette  action  n'a  aucune  influence  sensible 
^r  les  mouvemens  de  la  Lune  autour  de  son  centre 
^«gravitév  • 


3t8  TBÊOI^IB  IbSlAhTnQVE 


LIYRÊ   CINQUIÈME. 


De  ta  figure  des  corps  célestes. 

Ponr  déterminer^  parla  théorie ,  la  figure  des  corps 
célestes  f  les  géûmètres  regardent  cbaam  de  ces  corps 
€X)iiiine  une  masse  origînairem^it  floide,  douée  d'un 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre  de  gravi- 
\éf  et  doat  toutes  les  parties  s'attirent  réciproquement 
au  caorré  de  k.  distance  ;  la  question  consiste  alors  ï 
détenniner  la  figure  que  doit  prendre  une  pareille 
masse  torsqa  elle  parvient  à  l'état  d'équilibre.  Pour 
la  r^oudre  dans  toute  sa  généralité,  il  faudrait  cod- 
naître  à  priori  les  attractions  que  les  différentes  par- 
ties du  fluide  exercent  les  unes  sur  les  autres.  Ces 
attractions  dépendent  de  la  densité  des  muolécdes 
qui  le  composent  y  et  de  leur  arrangement  mutuel  i 
c'est-àrdire  de  la  i<M*me  même  du  corps.  Ouest  donc 
réduit  à  faire  une  hypothèse  arbitraire  mjt  la  figure 
primitive  des  corps  célestes  ;  on  détermine ,  d'après 
cette  hypothèse ,  les  actions  que  leurs  differefite&  pa^ 
ties  supposées  fluides  exercent  les  unes  sur  les  autresi 
et  réqua^n  de  l'éqwliln^  ^  qui  ne  contient  plus  rien 
d'indéterminé^  fait  connaître  ensuite  la  forme d(  ces 
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corps ^  et  la  loi  de  la  pesanteur  à  leur  surface^  en 
supposant  toutefois  que  leurs  molécules  ont  conservé, 
en  se  solidifiant ,  la  même  disposition  qu  elles  avaient 
à  letat  fluide. 

Nous  nous  occuperons  donc  d'abord^  dans  ce 
livre ,  des  attractions  des  sphéroïdes ,  et  spécialement 
de  ceux  dont  la  figure  est  supposée  différer  très  peu 
de  la  sphère ,  parce  que  cette  hypothèse  est  celle  qui 
s'applique  avec  le  plus  de  vraisemblance  aux  diffé- 
rens  corps  du  système  du  monde.  Nous  détermine- 
rons ensuite ,  par  les  lois  de  IHydrostatîque,  la  figure 
des  corps  célestes  ^  et  nous  comparerons  enfin ,  rela- 
threment  h  la  Terre  et  à  Jupiter^  les  rédnltali  de  la 
théorie  et  de  Fûbservation. 

La  partie  de  la  mécanique  céleste  que  nous  allons 
aborder,  n'a  point  encore  atteint  le  haut  degré  de 
perfection  auquel  sont  parvenues  celles  dont  nous 
nous  sommes  occupe  dans^  les  livres  précédens.  (Test 
qu'ici  le  géomètre  a  été  obligé  de  tout  emprunter 
à  son  propre  génie,  Inexpérience  et  l'observation  ne 
lui  ont  prêté  qu'un  fkible  appui.  Pour  traiter  ces 
cpiesfions  délicates  et  d'une  nature  partîcuKère.,  il 
lui  a  fallu  créer  une  branche  d'Analyse  nouvelle  ;  et 
si  les  hypothèses  arbitraires  sur  lesquelles  repose 
cette  importante  partie  de  la  théorie  analytique  du 
système  du  monde  empêchent  les  résultats  qu'elle 
pcoduh  de  portor  da»â  led  esprits  touite  la  conviction 
désirable ,  mt  peut,  dti  moin»  regarder  ces  résultats, 
f)Air  leur  étendûei  .eV  lexin  simplieité ,  codaoïme:  l'une  des 
plu8:b«llei(  eôtiséqne^es'de  l'appUcatôon  de  FAinaliyse 
aux  grands  problèmes  de  la  Fhysiqiie  céleste.    . 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Formules  générales  pour  déterminer  lés  attractions 
des  sphéroïdes  dejîgure  quelconque. 

I  •  Soit  dm  l'un  quelconque  des  élémens  du  sphé- 

rôïde  ;  nommons  /  sa  distance  au  point  attiré  ;  j; 

exprimera  Faction  qu'il  exerce  sur  ce  points  et  en 
multipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
que  forme  la  droite/' avec  chacun  des  axes  coordon- 
nés, on  aura  les  trois  composantes  de  cette  force,  res- 
pectivement parallèles  à  ces  ax€S.  Soient  ^,^,  2,  les 
coordonnées  de  l'élément  dm ,  rapportées  à  trois  axes 
rectangulaires  passant  par  le  centre  du  sphéroïde  ^ 
et  a,  b,  c  les  coordonnées  du  point  attiré  relatives 
aux  mêmes  axes ,  on  aura 

/=  v/(a-  xy + (b  -yy +{0-  z)\ 

On  peut  regarder  l'élément  dm  comme  un  petit  paral- 
lélépipède rectangulaire  dont  les  dimensions  sont  dx, 
dfr,  dz;  en  nommant  donc  f  sa  densité,  f  étant  une 
fonction  des  coordonnées  x\  y  j  z  runable  suivant 
une  loi  quelconque ,  oh  aura  '        *        . 
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dm  s=:  fdxdjdz. 

Cela  pos^y  désignons  par  À^  6,  C  les  attractions 
exercées  par  le  sphéroïde  parallèlement  aux  axes  des 
Xj  des^  et  des  z^  et  dirigées  vers  l'origine  des  coor- 
données, on  aura 


B 


-fSh 

jJJ  C( 

-m 


les  triples  intégrales  se  rapportant  aux  variables 
XfY^  z,  qui  fixent  la  position  de  tlm,  et  devant 
setendre  à  la  masse  entière  du  sphéroïde. 

On  voit  par  ces  formules  que  si  l'on  désigne  par 
V  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  élémens 
<lu  sphéroïde,  divisés  respectivement  par  leur  distance 
au  point  attiré ,  en  sorte  qu'on  ait 


/m 


les  intégrales  devant  être  étendues  à  la  masse  en- 
faère  du  sphéroïde ,  la  fonction  V  aura  cette  pro- 
priété remarquable^  que  ses  trois  différences  partielles, 
prises  par  rapport  aux  coordonnées  a,  b,  c  du  point 
attiré,  donneront  immédiatement  les  valeurs  de  A,  B, 
C.  En  effet,  les  intégrations  n'étant  relatives  qu'aux 
coordonnées  x^jr^z,  on  a  évidemment 
Tome  IL  ai 
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^  _        dV        j.  _       dV        ^  dV 

Si  la  valeur  de  V  ëtait  coom^e,  od  aurait  dooci  par 
une  simple  différeatiatioa ,  celles  de  A^  ^,  C.  Géné- 
ralement ,  pour  avoir  l'attraction  qu'e^^erce  le  sphé- 
roïde sur  le  point  attire  parallèlement  à  une  droite 
quelcopque ,  il  suffira  de  regarder  Y  comme  foDCtion 
de  trois  coordonnées  rectangulaires  dont  l'une  soit 
parallèle  à  cette  droite  ;  le  coefficient  de  la  différen- 
tielle de  y,  relative  à  cette  coordonnée  et  prise  avec 
un  signe  contraire,  exprimera  l'action  qu'exerce  le 
le  sphéroïde  parallèlement  à  la  droite  donnée  ^  et 
dirigée  vers  l'origine  des  coordonnées. 

j>.  La  fonction  Y  jouit  encore  d'une  plropriélein)po^ 
tante ,  c'est  que  »  on  la  différencie  une  seconde  fois, 
par  rapport  aux  coordonnées  a,  b,  o  et  qu'on  ajoute 
le9  codficiens  de  ses  trois  diflerences  partielles ,  cette 
somme  sera  constamment  égaleà^éro.  En  effet ,  en 
reprosentanty  comme  précédemment ,  par  y  la  foBC^ 

tion  [(a — xy-jri^ — ^7)*'H"(^ — ^YYf  ^^  ^^^a 


/// 


çdxdydz 


l'intégration  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du 
sphéroïde.  Les  signes  /  n'étant  relatif  qu'aux  va- 
riables  a^fjr,z,il  est  évident  qu^on  aura 
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Or  y  en  difierencîant  deux  fois  la  valetir  de  ^^  on 
trouve 

f     ^{x—ay—{y—hy—{z—ef 


»*«i*««««a**B^ , ^ 


rf«.i 


d'où  l'on  tire 


(f.4       1^*4       rf^.4 


/  /  / 


da^    ^^  db^   ^^    de 


on  aura  donc,  par  conséquent, 


Al»   ^^  db*  ^^  cfc* 

Cette  équation  remarquable  a  été  découverte  par 
Laplace ,  qui  en  a  fait  la  base  de  sa  belle  théorie  de 
la  figure  des  corps  célestes.  Elle  a  lieu  rigoureuse-^ 
ment  toutes  les  fois  que  le  point  attiré  est  situé 
au  dehors  du  sphéroïde  ou  dans  l'intérieur  d'un  sphé« 
roïde  creux  ;  mais  elle  cesse  de  subsister  lorsque  le 
point  attiré  lait  partie  de  la  masse  du  sphéroïde, 
parce  que,  dans  ce  Cas>  la  distance  y  devenant  nulle 

entre  les^  limites  de  l'intégrale  1  -y  ,  la  sonsèoie  des 

trois  différences  partielles  de  -^  se  réduit  à  la  formse 

\      21  •• 
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de  -^  ^  et  elle  n'est  plus  nulle  par  conséquent  pour 
toutes  les  valeurs  de  o:^  /,  z.  M.  Poisson  est  le 
premier  qui  ait  fait  remarquer  ce  cas  d'exception  de 
l'équation  (i). 

5.  Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  valeur  de  la  fonc- 

tion  -i-j  +  -jr^  +  -j-^  ,  supposons  une  sphère ,  dé- 
crite de  l'origine  des  coordonnées  et  d'un  rayon  quel- 
conque, qui  embrasse  le  point  attiré  et  soit  comprise 
tout  entière  dans  le  sphéroïde.  La  fonction  Y  se 
partagera  alors  en  deux  parties  U  et  U',  la  première 
relative  à  la  sphère,  la  seconde  à  l'excès  du  sphé- 
roïde sur  la  sphère.  Le  point  attiré  se  trouvant  si- 
tué  dans  l'intérieur  de   ce  sphéroïde ,  la  fonction 

-5—  +  "5^  +  -3-r  sera  nulle,  dapres  ce  qui  pré- 
cède ;  on  aura  donc  simplement 

J^'V        d'V        d^Y  _d^U        d^V        d^V 
da^  "*"  db^  "*"  rfeV""  Ai*  "•"  ii»  "*"  de*  * 

^      ,      ^  .  .^,    du     du     dU 

Or ,  les  trois  quantités  -j-,  ^  ,  -^ ,  prises  avec  un 

signe  contraire ,  représentent  les  attractions  qu'exerce 
la  sphère  sur  le  point  dont  les  coordonnées  sont^, 
bp  c,  et  qui  est  intérieur  a  sa  surface;  on  trouve,  dans 
ce  cas,  par  l'intégration  directe,  n^  19,  livre  I", 

dîU  ' ^w^a  dU ^'JFçb  dU 4^^  . 

~^~"T"'     ~rfï~"T"'     ~"S~"1"' 

7t  désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
Funité,  et  f  la  densité  du  sphéroïde.  En  différen- 
cialîl  les  valeurs  précédentes^  on  trouve  qiie  la  fonction 
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rf?  ■*"  rfï^  +  "5?  ®**  ^8**^®  a  —  4irf  j  on  aura.doûc 

^•  +  3F  +  lfc^==-4'^^^  (^) 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui- précède  le  isphé- 
roïde  homogène  ;  mais  cette  équation  subsisterait  en- 
core pour  les  sphéroïdes  hétérogènes,  composés  de 
couches  très  minces  superposées  les  unes  aux  autres, 
pourvu  qu'on  y  substitue  pour  f  la  valeur  de  la  den- 
sité qui  convient  à  la  portion  du  sphéroïde  où  se 
trouve  le  point  attiré.  En  effet,  on  peut  alors  regar- 
der le  sphéroïde  comme  composé  de  trois  parties,  la 
couche  qui  comprend  le  point  attiré,  et  les  couches 
qui  l'enveloppent  ou  qui  sont  au-dessous  dé  lui.  Ces 
deux  dernières  parties  du  sphéroïde  n'influent  pas  siir 
le  second  membre  de  Féquation  (3)  ;  cette  équation 
subsiste  donc,  puisque  la  partie  restante  forme  un  sphé- 
roïde homogène  dont  f  représente  la  densité.  Le  même 
résultat  peut  aisément  s'étendre  à  un  sphéroïde  dans 
lequel  la  densité  varierait  d'une  manière  continue. 
Concluons  donc  que  les  équations  (i)  et  (2)  ont  lieu 
pour  des  sphéroïde^  de  forme,  et  de  densité  quel- 
conques :  la  première ,  toutes  les  fois  que  le  poînt 
attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du.  corps  ;  la 
seconde,  dans  le  cas  contraire. 

4.  On  peut,  par  une  simple  transformation  des  coor- 
données a,  b,  c,  donner  à  ces  équations  d'autres  formes 
pips  commodes. dans  diverses  circonstances.  Suppo-^ 
sons,  par  exemple,  que  l'on  désigne  par  r  le  i^ayon 
laené  de  l'origine  des  coordonnées  au  point  attira. 
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par  0  l'aQgle  <]ue  forme  ce  rayon  avec  Tan  des  axes 
coordonnés,  avec  l'axe  des  x  par  exemple,  et  par 
€ê  l'angle  que  forme  la  projection  de  r  sur  le  plan 
des  Xf  z  avec  Taxe  des  jr;  on  aura 

a=c:rcos9|    ^=;rsin^cos«»>   c osi* sîa d  sîa ^.  (3) 

Nommons  r',  ô',  «',  ce  que  deviennent  r^^ 6,  o»,  par 
rapport  à  l'élément  dm  ;  on  aura  de  même 

vrsirr'cosô', /Œr'sinô'cosi»',  «ea/sinô'riïidfc*'; 
de  là  on  tire 

fi=x  \/r»—2rr'.[cos9co99'+sinesine'cos(ûi— »')]+'''*• 

On  peut  d'ailleurs  considérer  dm  comme  un  petit 
parallélépipède  rectangulaire,  dent  les  trois  ^men- 
sîons  sont^2r',  ji^^\  r'  sin  ^^dcù'y  et  dont  la  densité  est/; 
l'expression  de  V  deviendra  donc  ainaî 

Vrrn  f/^dr  sîn  ifMcUi 

JjJ  V/r*— 2r/.[co89cos«'+MnÔ8Înô'cosC#-^7)]+/* 

l'intégrale  relative  à  y  devant  être  prise  depuis  /=o 
jusqu'à  la  valeur  de  /  à  la  surface  du  sphéroïde;  IIQ" 
tégrale  relative  à  0»  depuis  ft=xo  juscp'à  8=  «tt,  et  l'in- 
tégrale relative  à  a>,  depuis  û)=:=o  jusqu'à  û»=2^;  en 
représentant  toujours  par  7t  la  demi-circonférence 
-dont  le  rayon  est  l'unité. 

Si  Ton  désigne  par  A,B,Cles  trois  composantes  de 
4'acti(m  du  sphéroïde  sur  le  point  attiré  :  la  première 
limgée  suivant  le  rayon  r;  l'autre,  suivant  une  per- 
pendiculaire à  ce  rayon,  menée  dans  le  plan  defl;  b 
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troisième,  suivant  une  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  d'a« 
près  ce  que  nous  avons  dit  n""  i ,  on  aura 

dV       ^  dV        ^  dV 


dr  '  rdè  '  r  sin  êdt»* 

Ces  diverses  formules  sont  de  la  plus  grande  utilité 
dans  la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes,  où 
Ton  est  sans  cesse  obligé  d'etnploye^  les  coordonnées 
polaires  pour  rendre  les  inté^ations  praticables. 

Cela  posé,  des  équations  (3)  on  tire 

On  transformera ,  au  moyen  de  ces  valeurs,  les  dif- 
férences partielles  -^ ,  ^ ,  -j^ ,  en  différences  par- 
tielles relatives  aux  variables  r,  ô,  û)^  et  ou  les  subs- 
tituera ensuite  dans  l'équation  (i).  Pour  ÊMÛliter  cette 
opération ,  observons  que  si  Ton  regarde  Y  comn^ 
fonction  des  variables  a^b,Cf  et  ensuite  comme  fon(>- 
tiondâs  Variables  /-,  6  et  »^  on  aura 

équation  qui  doit  devenir  identique,  en  y  substituant 
pour  dr^  d^p  da>,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (4). 
Si,  après  avoir  opéré  cette  substitution,  on  compare 
les  coefficiens  de  da,  db,dc,  dans  les  deux  membres, 
on  trouvera 


dT_      û    ^     ^^^    ^V 

da  dr         r        dd 
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dV  .    A             ,dV   ,   cosdcos«  ûTV  sin*  dV 

tf^                               ar               r  dé  r  sm  é  (Ut 

dV  .    A    .           dV  .   cos9sin«  rfV  ,    oos«  cîV 

de                               dr    '          r  dé  *  rsm6  oiv 

On  différenciera  de  nouveau  ces  expressions  par  les 
mêmes  procédés ,  et  Ton  aura  ainsi  les  valeurs  de 

aF  ^  If?  '  Z^  ®^  différences  partielles  de  V,  prises 

par  rapport  aux  variables  r,  6,  m;  ensuite  en  multi- 
pliant par  r*  réquation  (i)^  on  la  transformera  ai- 
sément dans  la  suivante  : 

d'V  .  cos  é   c/V    .       I        d'Y  ,        d\r\  _,  J 

selon  que  le  point  attiré  fait  ou  non  partie  du  sphé- 
roïde attirant.  ' 

*  L'équation  précédente  résulte  d'ailleurs  directement 
de  la  différentiation  de  la  valeur  de  V  exprimée  en 
fonction  des  variables  r,  Q ,  a>;  elle  est  souvent  em- 
ployée dans  la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes. 
5.  Pour  en  montrer  Fusage  dans  un  cas  trèssimjde; 
supposons  que  le  corps  attirant  soit  une  sphère ,  ou 
phls  généralement  un  sphéroïde  composé  de  couches 
concentriques  y  d'une  densité  variable  suivant  une  loi 
quelconque  du  centre  à  la  surface ,  en  sorte  que  k 
densité  /  dépende  uniquement  de  la  distance  de  l'é- 
lément dm  au  centre  de  la  couche.  Plaçons  l'origine 
des  coordonnées  à  ce  centre,  et  soit  r  sa  distance  au 
point  attiré ,  il  est  clair  que  V  sera  une  fonction  de  r 
indépendante  des  angles  6  et  eo;  Téquation  (5)  se 
réduira  donc  à  la  suivante  : 
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Considérons  d*abord  le  cas  où  le  point  attiré  ne 
fait  pas  partie  du  corps  attirant.  En  multipliant  par 
r  et  eh  intégrant  Téquation  précédente ,  on  aura 

_rfV_  A 

A  étant  une  constante  arbitraire. 

dY 
Pour  la  déterminer^  observons  que  — -^  exprime , 

n"*  ly  l'attraction  de  la  couche  sphérique  sur  le  point 
attiré  parallèlement  au  rayon  r,  c'est-à-dire  l'action 
totale  de  cette  couche.  Si  l'on  suppose  le  point  attiré 
extérieur  au  sphéroïde  et  situé  à  une  distance  infinie 
de  son  centre,  l'attraction  de  la  couche  sur  ce  point 
sera  évidemment  la  même  que  si  toute  sa  masse  était 
réunie  à  son  centre;  en  nommant  donc  M  la  masse 
delà  couche>  on  aura  dans  ce  cas  Â=M ,  d'où  l'on 
conclura  généralement 

dr  ^^  f  ^ 

c'est-à-dire  que  la  coiiche  sphérique  exerce  sur  les 
points  extérieurs  à  sa  surface  la  même  action  que  si 
toute  la  masse  était  réunie  à  son  centre. 

Si  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  la 
couche,  l'attraction  doit  être  nulle  en  même  temps 
que  r,  c'est-à-<iire  lorsque  le  point  attiré  se  trouve 
au  centre  même  du  sphéroïde;  on  a  donc  dans  ce 

cas  A==o,et  l'on  en  conclura  généralement — -j-=:o^ 
quel  que  soit  r.  D'où  il  suit  qu'un  sphéroïde  composé 
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de  couches  sphëriques  homogènes  et  concentriques 
n'exerce  aucune  action  sur  les  points  intérieurs  à  sa 
surface* 

Supposons  maintenant  le  point  attiré  compris  dans 
la  masse  de  la  sphère  dont  il  subit  Faction  ;  Téquation 
(5)  devient  alors 

^+r-  j7  =  — 4^''- 
Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  r*,  on  aura 

d'où  Ton  tire ,  en  intégrant , 

B  étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  observons  que  s'il  s'agit  de 
connaître  l'attraction  d'une  couche  sphérique  sur  un 
point  de  sa  masse,  les  intégrales  doivent  être  prises 
depuis  la  valeur  de  r  qui  répond  à  la  surface  intérieure 
de  la  couche ,  j  usqu'à  sa  valeur  relative  au  point  at-^ 
tiré.  Or,  à  la  première  limite,  l'action  de  la  couche 
est  nulle;  on  a  donc  généralement  B=o,  et  par  con- 
séquent 

—  r*  ^  =  45r  •/pr*rfr.  (6) 

Le  second  membre  de  cette  équation,  les  intégrales 
étant  prises  dans  les  limites  précédentes ,  exprime  la 
masse  de  la  couche  sphérique  qui  agit  sur  le  point 
attiré.  En  désignant  donc  par  M'  la  portion  de  h 
couche  sphérique  comprise  entre  la  stirface  intérieure 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  33 1 

et  la  surface  sphëriqae  passant  par  le  point  attiré ,  on 

aura 

_  jrfV  _  M' 

valeur  qui  s'accorde  avec  celle  qui  se  rapporte  aux 
points  extérieurs,  lorsqu'on  suppose  le  point  attiré 
situé  à  la  surface  de  la  couche. 

Si  le  sphéroïde  était  homogène,  l'équation  (6) 
donnerait,  en  l'intégrant, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Supposons  le  point  attiré  placé  dans  Fintérieur  de 
la  sphère  dont  le  rayon  est  a;  il  faudra,  pour  étendre 
Imtégration  à  toute  la  masse  du  corps  attirant, 
prendre  les  intégrales  précédentes  depuis  r=  o  jus- 
qu'à r=ia.  Or,  k  cette  dernière  limite,  la  valeur  de 
y  est  égale  à  la  .masse  de  la  sphère  divisée  par  la 
distance  du  pomt  attiré  à  son  centre,  c'est-*à-dire  k 

y.a^;  on  aura  par  conséquent  alors 

En  déterminant  donc,  au  moyen  de  cette  équa*> 
tion ,  la  valeur  de  C ,  on  aura ,  relativement  à  la 
sphère  entière  et  à  un  point  placé  dans  son  intérieur, 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  nous  avons 
trouvés  par  ime  autre  voie ,  dans  le  n*  j  9  du  livre  !•'. 
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CHAPITRE  IL 


Attractions  des  sphéroïdes  terminés  par  des  surfaces 

du  second  ordre. 


6.  Les  formules  que  nous  ayons  développées  dans 
le  chapitre  précédent  sont  générales  ^  et  s'appliquent  à 
toute  espèce  de  sphéroïdes^  quelles  que  soient  leur  Dâ* 
ture  et  leur  figure.  Nous  allons ,  dans  celui-ci  y  nous 
occuper  en  particulier  de  la  détermination  des  at- 
tractions des  sphéroïdes  terminés  par  des  surfaces 
elliptiques* 

Supposons^  pour  simplifier^  que  le  corps  attirant 
soit  homogène^  et  que  sa  densité  soit  égale  à  lunité; 
on  aura  /=  i ,  et  les  formules  (A),  n**  i,  devien- 
dront 


A  =  fff fc 


—  x) .  dxdydz 


+ib-yrMc-^yi^' 


p  PPC  [c—z).dxdydz 


JJJ  [(«-* 


y+(b-yy\+{c-^''Y]^' 


le^  iii^égrales  /  se  rapportant    aux  trois  variables 
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a:,  j,  z,'  et  devant  s^éteadre  à  la  masse  entière  du 
sphéroïde. 

Mais  l'intégration  des  expressions  précédentes  est 
absolument  impossible  sous  cette  forme;  tout  ce  qu'on 
peut  faire,  c'est  d'en  éliminer  l'une  des  variables,  et 
de  les  ramener  ainsi  à  des  intégrales  doubles.  En  effet, 
si  l'on  intègre  la  première  par  rapport  à  a: ,  qu'on 
désigne  pardbor,  la  double  valeur  de  or,  tirée  de  l'é- 
quation de  la  surface  qui  termine  le  sphéroïde,  et 
que,  pour  abréger,  on  fasse 


f=:^^a—x,y  +  (b—yy  +  {c—zy, 

ç' = v/ca + x,y +{h—jry  ^  (c  -  zy  , 

on  aura 

Ëa  intégrant  la  seconde  des  formules  (a)  par  rap- 
port SLjr,  et  la  troisième  par  rapport  à  z ,  on  trou- 
verait, pour  B  et  C,  des  expressions  semblables. 
Mais  on  tenterait  en  vain  de  pousser  plus  loin  les 
intégrations ,  on  serait  arrêté  par  des  obstacles  insur- 
montables, même  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui 
d'un  sphéroïde  terminé  par  une  surface  sphérique; 

7.  Pour  éviter  cette  difficulté,  il  faut  transformer  les 
coordonnées  x,  j,  z  en  d'autres  variables  qui  faci- 
litent l'intégration  des  formules  (a),  ou  permettent 
du  moins  de.  la  ramener  à  de  simples  quadratures. 
Ce  qu'on  a  imaginé  de  plus  commode  à  cet  égard  ^ 
c'est  de.  transporter  au  point  attiré  l'origine  des  coor- 
données ,  et  de  prendre  pour  les  variables  qui  dé- 
terminent la  position  de  ^/n ,' le  rayoïs  mené  du 
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point  attiré  à  cet  élément ,  l'angle  que  fait  ce  rayon 
avec  l'un  des  axes  coordonnés ,  et  l'angle  que  forme 
sa  projection  sur  le  plan  perpendiculaire  à  cet  axe 
avec  Fun  des  deux  autres  axes  compris  dans  ce  plan. 
Soit  donc  r  ce  rayon  ^  6  l'angle  qu'il  forme  ayec 
l'axe  des  x ,  et  mr  l'angle  compris  entre  sa  projec- 
tion sur  le  plan  des^^  z  et  l'axe  des  x^  on  aura 

as=u^^rcos  9,  jï=A—  rsin  fl  cos  ftsr,  z=^c — rsinÔ  sin<z0*. 

L'élément  dm  peut  être  considéré  comme  un  petit 
parallélépipède  rectangulaire  ^^  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  dr^  rdQ,  et  rsmAdc»;  on  aura  donc 
dm = r*  sin  6  •  drd^dm ,  et  les  '|rois  quantités  A^  B^  C 
deviendront,  par  cette  transformation, 

h, z=ijjfdr.d^.d()ù. sin  O.cosO, 
hrssfffdr.d^.deê.svûL^^.co^fSïp 
CssjJT'^-^'^û^-sin*  6.sin<29^. 

L'intégration  de  ces  formules  relativement  à  la 
variable  r  s'exécute  sans  peine  ;  mais ,  pour  étendre 
l'intégrale  à  la  masse  entière  du  corps  attirant,  il 
faut  distinguer  deux  cas ,  selon  que  le  point  attiré 
est  situé  dans  l'intérieur  ou  au  dehors  de  ce  corps. 
Dans  le  premier  cas,  la  droite  qui  passe  par  le  point 
l^ttiré,  et  qui  se  termine  à  la  surÊtce  du  spiiéroïde^ 
fi^t  divisée  en  deux  parties  par  ce  point  :  en  nom' 
%Ba^t  donc  r  et  /  ces  parties,  elles  devront  être 
prisses  pour  limites  de  l'intégrale  définie ,  qui  sera 
égide  à  la  aomiiae  des  deux  int^prales  particulières 
qui  \wx  correspondent.  On  aura;  donc  ainsi 
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B  =)5r(/.+r').£fô.rf^.sîn*ô.cos^,  \(c) 
C  =y7'(r+r').rf9.^^  .sm^9.sîn^ar.  J 

On  remplacera  dans  ces  expressions  r  et  /  par  leurs 
valeurs  tirées  de  Féquation  du  sphéroïde ,  et  Ton  in- 
tégrera ensuite  successivement  par  rapport  à  9  et  à  o^ 
depuis  9  et  6)  égaux  à  zéro,  jusqu'à  9  et  «z?*  égaux  à 
deux  angles  droits. 

Dans  le  second  cas ,  le  rayon  qui  part  du  point 
attiré  et  qui  traverse  le  sphéroïde  rencontre  sa  sur- 
face en  deux  points.  Soit  r  ce  rayon  à  son  entrée  dans 
le  sphéroïde,  et  /  ce  même  rajon  lorsqu'il  en  sort, 
rintégrale  définie  sera  égale  à  la  difierence  des  deux 
intégrales  particulières  correspondantes  à  ces  limites  ; 
on  aura  par  conséquent  dans  ce  cas 

A=3j[jr(/— r).iJô.tftz5r»sin6.co8  6, 
B=j^(r'— r).«».flfar.sin*6.cos«r,  ^(d) 
C  =/f(/  —  r).^9.^isr.sin*9.sinc8'. 

On  substituera  pour  r  et  r'  leurs  valeurs  en  fonction 
de  9  et  â) ,  et  Ton  prendra  pour  limites  des  intégrales 
relatives  à  ces  angles  Leurs  valeurs  correspondantes 
aux  points  où  Fon  a  r'— r=o,  c'est-à-dire  où  le 
rayon  r  est  tangent  à  la  surface  du  sphéroïde. 

Supposons  maintenant  que  h ,  h%  K'  soient  les  trois 
demi-^xes  respectivement  parallèles  aux  axes  des  a: , 
des  jr  et  des  z  de  l'dlipsoïde  dont  nous  considérons 
les  attractions.  L'équation  de  sa  surface ,  rapportée  à 
son  centre ,  sera 
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^  t  y*    I    ** 


^a  +  ^  +  j;ni=  I  y        {m) 

et  sa  masse  sera  égale  à  ^  .  Wh'^  en  nommant  ^  le 

rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point 
attiré^  et  introduisons  dansréquation(/ra)  les  variables 
r,  9,  <sr;  en  substituant  pour  Xjjy  z  leurs  valeurs 
données  dans  le  n**  précédent  y  on  aura 

.   /cos*^  ,  sin'écosV  ,  sin'ésiiiV^ 

Si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  r^  les  deux 
valeurs  qui  en  résulteront  seront  celles  qu'il  faudra 
substituer  pour  r  et  r^  dans  les  formules .  (c)  et  (cf)  : 
or,  si  l'on  fait,  pour  abréger,  ■.[  ^ 

y        cos*9        sin'flcos^'ïï  ^^  sin*flsin*^ 
■p  ^^_  a  cos^       5  sin  ô  cos<tr  ^^  c  sinfl  siiKts- 

G=F*+K.(i-j;-j;-^^), 

on  trouvera ,  pour  les  deux  racines  de  l'équation  en  r, 

F— y/ G         j^-^V^ 

r— — g       ,         r^       ^      ; 
d'où  l'on  tire  par  conséquent , 
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les  formules  relatives  aux  points  intérieure  au  ephé^ 
roïde  seront  donc 


K  ^ 

*dô  dw  sin*  é  cos^v  F 


et  Ton  aura ,  relativement  aux  points  extérieurs^ 

^              r/*didws\n*6cosw{/G     [    .  ^. 
B:s=2. JJ g -,   ^  (/) 

^=^-yj — — K — 

Les  premières  formules  sont  les  plus  simples  ^  et 
smtègrent  sans  peine  par  rapport  à  la  variable  <ar  j 
les  secondes ,  au  contraire ,  présentent  de  grandes 
difficultés  à  cause  du  radical  qu'elles  renferment^  et 
<iui  rend ,  sous  cette  forme ,  Tintégration  impossible 
P^r  toutes  les  méthodes  connues.  Heureusement ,  si 
I imperfection  de  l'Analyse  n'a  pas  permis  jusqu'ici 
de  vaincre  cette  difficulté ,  on  est  parvenu  à  l'éluder, 
^t  a  faire  dépendre  les  attractions  dqs  ellipsoïdes  re-^ 
'atives  aux  points  extérieurs,  de  celles  qu'ils  exercent 
8^r  les  points  intérieurs  ou  sur  les  points  de  leur  sur* 
wce-  Occupons-nous  donc  exclusivement  des  formulés 
Tome  IL  22 
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qui  se  rapportent  au  cas  où  le  point  attiré  est  placé 
dans  Finténeur  duv  -^héroïde  :  numë-  Supposerons 
ensuite  qu'il  est  situe  en  dehors  de  sa  surface,  et  nous 
verrons  qu'il  est  toujours  possible  de=  ramener  ce  se- 
cond cas  au  premier. 

8.  Si  9  dans  la  première  des  formules  (é) ,  on  subs« 

titue  poiir  F  sa  valeur ,  on  aura 

•  ♦ 

*dêdt0s'inè  cos' 0    ,     2 &     JT  A/d  r/#  sin^O  cosê  cos » 


2a     rrdêdt»  s'indcos^û    ,     2Ô      rf\ 


7.C     rf^i  <2t)  sin*  i  cos  6  sîn  « 
5^ 


•//^ 


Cette  expression  se  simplifie  en  observant  que 
l'inte'grale  relative  à  9  devant  être  prisé  depuis  fl  =o 
jusqu'à  9=i=  i8o^,  si  l'on  représente  par  P  une  fonc- 
tiori  rationnelle  quelconque  de  sin  1  et  cos*  9  y  on 
aura  généralement  entre  ces  limites  y  Pcos9  rf9=o, 
parce  que  les  valeurs  de  9  devant  être  pnses  à  égale 
distance  au-dessus  et  au-dessous  de  l'angle  droit,  la 
valeur  de  cette  intégrale  sera  composée  d'une  suite 
d'élémens  égaux  deux  à  deul  et  de  signes  contraires. 
Les  deux  derniers  termes  de  Inéquation  précédente 
se  réduisent  donc  à  zéro  en  vertu  de  cette  remarque, 
et  l'expression  de  A  i  ien  substituant  pour  K  sa  valeur, 
peut  prendre  cette  forme , 


\: 


2a 


B 


*  > 

On  trouverait  de  même 


_   < 


Ji=z2b. 
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I    /   ...      :    .  A'«        ..     h" 


C  =  i£?. 


'  '  "f 


sin"fl  sin*«+ -^ .  cos  5*+  -r7j.sin*â  cos'« 


On  peut ,  ayant  même  d'int^grer^  ces  expressions  y  en 
déduire  plusieurs  propriétés  importantes  relativement 
aux  attractions  des  ellipsoïdes. 

Les  intégrations  indiquées  étant  indépendantes 
des  coordonnées  a^  b,  c  du  point  attiré^  on  voit  que 
lattraction  <pi'exerce  le  sphéroïde  parallèlement  à 
Taxe  des'o:  est  la  même  poiir  tous  les  points  situés 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Il  en 
est  de  même  relativement  aux  axesi  des  jr  et  des  z  ; 
d'où  l'on  peut  conclure  généralement  que  les  attrac- 
tions de  l'ellipsoïde  sur  les  points  placés  sur  une  même 
ligne  droite 9  passant  par  l'origine  deB  coordonnées, 
sont  proportionnelles  à  leur  éloignefnent  de  son: 
centre. 

Si  l'on  divise  respectivement  par  « ,  * ,  c  les  trois 
quantités  A,  B,  C,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute,  on 
trouve  .    ^ 

-+ ,  H — ==  3  .fd&dcosin  Ô, 

a       o       €  ''  ., 

r  « 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  6  ==o  jusqu'à 
''=  'sr ,  et  depuis  jw  ==  o  jusqu  a  c^  =  'TT.  Un  trouve 
entre  ces  lîn^tçs  fd%  d^  sin  6  =  ^tT  ;  on  aura  donc 


2!2.. 
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On  a  d'ailleurs,  n*  i  , 

et  d'après  la  forme  des  yalenrs  de  A,  B,  C,  il  es! 
évident  qu'on  aura 

flftV      A     _^^       B     <^V  _C 

rëquatîon  (^)  devient  donc  ainsi 


équation  qui  vérifie  pour  les  ellipsoïdes  Téqua-' 
lion  (2;  du  n®  3,  qui  s'applique  généralement  2 
des  sphéroïdes  quelconques. 

On  peut  observer  encore  que  les  valeurs  de  A,  B^  C 

h      h 

ne  contenant  que  les  quantités  pp  -pf  ces  valeurs  ne 

varieront  pas,  quels  que  soient  les  trois  axes  du  sphé- 
roïde,  pourvu  qu'ils  aient  entre  eux  les  mêmes  rap- 
ports. Or ,  les  rapports  des  trois  axes  déterminent  sim- 
plement les  excentricités  de  l'ellipsoïde  :  on  peut  donc 
en  conclure  que  tous  les  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes 
foyers  exercent  sur  les  points  intérieurs  des  attractions 
égaies.  Il  suit  de  là  que  si  l'on. suppose  le  sphéroïde 
composé  d'une  suite  de  couches  concentriques  et 
$eipblables  ^  l'action  des  couches  supérieures  au  point 
attiré  sera  nulle  ;  d'où  résulte  le  théorème  suivant, 
qui  n'est  qu'une  extension  dé  celui  que  nous  avions 
trouvé  n®  19»  livre  T',  relativement  à  la  sphère: 
Un  point  placé  au  dedans  dune  couùhe  elliptique, 
dont  la  surface  intérieure  et  la  surface  extérieure 
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sont  semblables  et  semblablemeru  placées j  èst.égai^ 
lement  attiré  de  toutes  parts. 

9.  Occupons*-nous  maintenant  de  l'intégratimi  de  la 
valeur  de  A,  Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  m 
depuis  a>sE=o  jusqu^'à  a>=^,  et  qu'on  suppose 

cos*8-+-T7ï.  sin^flssiB,     cos^fl+Tîî .  aîn*  8  =71, 


on  an^ra  . 

dBdm  sin  I  cos*9  ./*£^sin^cos*d 


A=!&a.  // -7—- — r-r-  =  2iaw./ 


mn 


Ea  remettant  donc  pour  me\,n  leurs  valeurSi  on  aur^ 


./t7t'     /]^ <asin6cog*9 

Cette  deirnière  intégrale  doit  s'étendre  depuis  6:^0 
jusqu'à  ô=^,  ce  qui  revient  à  la  prendre  depuis  8=0 
jusqu'à  dscs^^TTy  et  à  doubler  le  résultat.  Si  Fon  sup^ 
pose  donc  cos8=3a?,  et  qu'on  ^lomroe  M  lâ[  ibassedè 

Vellipsoïde ,  ce  qui  donne  M=v-^^'^^>  et  par  con- 
«'  „^  .   êiTfMh"       3M 


,     3ûM   /^ 


1  intégrale  relatiye    à  a:  devant  être    prise  depuis 
*=o  jusquaa:=r. 
On  pourrait,  en  intégrant  les"  viileûrs  dé  B  et  C, 


4 
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nV^»  1^  réduire  de.  xnêziie..à  de,  simples  quadra* 
turcs,  mais  il  est  plus  simple  de  déduire  immédiate- 
ment leurs  valeurs  de  rexprë^sîaa  précédeute  de  A. 
Pourcela,  il  suffît  de  raiiarcjuer  que  l'oa  peut  regar- 
der A  comme  une  fonctioade  a  et  des  trois  demi-^axes 
h,  h',  K'  de  l'ellipsoïde;  B  sera  par  conséquent  une 
fonction  semblable  de  &  et  des  trots  demi-axes  h' y  b,  h'; 
et  il  en  sera  de  même  de  C,  qui  sera  une  pareille 
fonction  de  c  et  des  trois  demi-axes  A",  h',  h.  On 
aura  donc  les  expressions  de  B  et  C  par  une  simple 
permutation  des  lettres  a,  h,  h',  V  dans  l'expression 
de  A.  On  trouve  ainsi 

J  ••  '<  •  .îl.».  'lié! 

3iM 


g_3iM     /^  x*eùc 

^      3çM    /•  ^  xfdx 


•y  •«+(^^3j*J^').«*  V  "H^^)' 


=  f 


j: 


»  «        • 


ces    expressions i ,  dm^M .  être  prises ,   postmè  celle 
deA^  .depuis^ia:;;7:çtjî.iiâqu'à^ppi.  :  > 

On  peut  donner  aux  valeurs  de  A .  B .  C,  une  forme 
particulière  qu'il  est  bon  de  connaître .  Faisons,  pour 
abréger^ 


U  >li  l't    .  ■'  V» 


et  sùpposcNps  ensuite  dans  |a  valeur  dé  B^ 


«et  dans  la  valeur  de  C 


,:    1    -i 


«  «1  " 

l      9 
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•  "       • 


i\\ 


les  expressions  trouvées  pour  A/  B'/Cy<H viendront 

A       ^  3flM    C  .  x*dir  ... 

pesa    '■..>■  4  "f'^  m  I  <if  Mi  ni  iT  ■•■    w,      «^   t  • 

C3cM     /^  z*Jz    .        :  :,,  « 

■        — -- — .  f  I  t  rf    *  iti.iii^.  ' 

w 


r» 


k^r'l.  .  .-^ — H— i  .    •  3* 


i/t  ^îv .  (i^ifvr**)^  • 


»  • 


•;    ;::v. 


Lqs.  intégrales  rektiYfE)s  à  j  et^  ^^^doi^mt  êj^ç  prises 
dans  les  mentes  ;lîp:)ji^f  qpe  les,  inti^r^îes^  relatives 
à  X,  puisqa'en  effet  la^uppoçkio^  de.  ^==0  donne  à 
la  fois  ^=0  et  z=o,  et  que  la  supposition  de  a:=i 
donne  /===  **  et  fe=r-i  j  on.  peut  donc  dans  B  et  C 
cbanger,  si  l'on  veut,  jrelz  enx^  d'où  il  suit  que  ^ 


on  aura,  pour  dét^irminefr  A,  B,  6>  cesjpmiùles 
très  simples  : 


"    •*         ,         »  .X     » 


'.'\,i-      :  -  •    '       V     * 


Ces  formules  s'étendent  aux  points  situés  sur  la  sur- 
face dusphérôidgî.iCarrilsuffiltN,  -poixvyj^fir  égard, 
de  supposer  rz=zr^  dans  les  expressiops  de  A,  B,  C, 
cé  qui  ne  change~rien  à  lèuîi^  fi^m^.  T     ~^ 

10.  La  détermination  des  attractions  qu'exerce  un 
ellipsoïde  11 omogène  sur  lès  poiiits  intérieurs,  et  sur  les 
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points  de  sa  surface ,  ne  dépend  donc  plus  que  de  k 
valeur  de  la  fonction  L;  ibais  l'intégration  qu'elle 
exige  n^  >  peut  être  obtenue  sous  forme  finie  par  les 
méthodes  connues,  que  dans  deux  cas  particuliers, 
celui  où  les  quantités  A  et  A'  sont  égales  entre  elleS; 
et  celui  où  Tunè  de  ces  quantités  est  nulle  :  dans  l'un 
et  l'autre >cas ,  deux  des  Irois  demi-axes  hfhf,  h",  sont 
égaux  entre  eu:t ,  etyellîpsoïde  est  de  révolution  au- 
tour du  troisième» 

Supposons  q\ie  À:  $oit  le  plus  petit  des  trois  demi-^ 
axes  du  sphéroïde ,  et  faisons  d  abord  A=A'»  ce  qui 
doiine  liz^Vi  Le  corps  attirant  est  alors  un  ellip- 
soïde aplati  vers  les  pôles,  dont  A- est  le  demî-^xe  de 
révolution  ;'  on  aura  dans  ce  cas  | 

Si  Ton  différencie  par  rapport  à  A  la  va) 
n*  9,  et  qu'on  fasse  A  a»  A'  après  ^la  diffé 
on  trouve 


dx 


T^, — f-r:  c±=  — T  .  (  arc .  tanff  A 


Les  attractions  de  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati 
vers  les  pôles  seront  donc  déterminées  par  les^  for-  j 
mulçs  suivantes  ; 


»  • 

«  • 


0 


i:  '.Arz^l^W  ^  ,(X— ,|^.teog:A), 


''''»!■  •  \  »  >• 


/••J  *•  » 


^  •      3c]Vt      /         .        .  A     \ 
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Supposons  maintenant  A'=o ,  ce  qui  donne  K'ssshi 
Dans  ce  cas,  A' est  le  demi-axe  de  rëvolotion  du  sphé-* 
roide,  et  Ton  a 

On  aura  donc  pour  les  attractions  de  rellipsoîde  de 
révolution  allongé  vers  les  pôles 

B=f|,[,og.(x+i/rTv>-p^].  j(B) 

■a 

I 
•  r 

Si  ies-conditipns  précédentes  ne  sont  pas  remplies  > 
il  est  impossible  d'obtenir  d'nne  manière  ijgoareuse 
les  valeurs  de  A,  B^  C;  mais  lorsque. Fellips.pï^^  s'é-r 
loigne  peu  de  la  6gure  de  1^  sphère,  A  et  A'  devîen-* 
Dent  de  trèp  petites  quantités;  on  pourra  réduire  alors 
la  fonction  L  en  série  convergente ,  dont  chaque  terme 
soit  intégrable ,  et  l'ont  déterminera  de  cette  manière 
les  attractions  du  sphéroïde ,  avec  le  degré  de  pré- 
cision qu'on  jugera  convenable • 

\  I .  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  attiré 
est  extérieur  au  sphéroïde.  IN^ous  avons  vu  que  le  ra^ 
dical  qui  entre  dans  les  expressions  différentielles  {f) 
de  ses  attractions,  opposait  alors  un  c^staele  inYÎdv 
cible  k  leur  intégration./'PIusieurs  grands  géon^ètres 
ayaienl  en  vain  épuisé  toutes  les  ressources  de  l'Ana-^ 


\ 
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lyse  pour  surmonter  xsette  difficulté ,  lorsque  la  dé- 
couverte, due  à  M.  Ivory,  d'une  propriété  remar- 
quable des  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes  foyers,  Va 
fait  enfîn  entièrement  disparaître. 
*  Voici  l'énoticé  de  cette  propriété  /  qu'on  peut  re- 
garder comme  un  beau  théorème  de  Mécanique  :  Si 
Von  homme^oints  corresporidans ,  les  points  pris  sur 
la  surface  de  ;deux  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes 
foyers  y  de  manière  que  leur^s  coordonnées  ,  respecti- 
vement parallèles  aux  trois  axes  principaux  de  ces 
corps  y  soient  çntre  cibles  comme  Cfs  nxes  ^  les  attrac- 
tions qu' exerceront j  parallèlement  à  chaque  axe,  ces 
ellipsoïdes  sur  les  points  correspondons  de  leurs  sur- 
faces  y  seront  entre  elles  comme  les  produits  des  deux 
autres  axe^.  i  ;   .  -   .     '  —  â  :  ^    .  .   •  • 

En  effet,  soit  M  le  premier  ellipsoïde,  et  A  Vat- 
tt*àctîoh  qu'il  exerce  jiàtflllèlettiîè>ilà'Ftt«e'd6s  or  sur 
le 'point  dont  les  fcoordôrinées 'soiit  «>  ^,  c\  dési- 
]gnbns  par  M'  le  second  sphéroïde  >  et  par  A'  l'at- 
Iràctîoh  qu'il  exôïxïe  danà  la  même  direction  sur  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  ifi',  A',  cf  )  on  aura, 


•J  '  '  i 


,  .•     I,»    •    ' 


eh  sûppo'sant  pouf'  abréger;  '  ' 

j  ■'       '  *     •      .  • 

"^  X  et  —  ix'/f'  désignant  lès  valeurs  ne  la  vatiâble^; 
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qni  se  rapportent  à  la  surface  de  M ,  et  +  j/^  et  •—  x\ 
les  valeurs  de  la  variable  x',  relatives  à  la  surfs^e 

de  M'.  ••    •■         ' 


Solt/comoa^  précédenïal^nV 


j.  )     •,•:•>       "» 


»  » 


^a-h';^  4-.  ^«=if    (A) 


l'équation  de  la  première  de  ces  surfaces;  îl  îaudràit^ 
pour  achever  l'intégratioa  de  l'expression  de  A ,  subs- 
tituer dans  f^  et  f  le&  valéur^^de  ;^  q«li^  ^pésultent  de 
cette  équation  ;  mais  cette  opération  ne  nous  con- 
duirait à  rien  ;  <m  fileut  au  coptvaire,  par  une  trans- 
fomianioa  ingëniieiise  des  doovdoqnées ,  arriver  trèii 
»m|)içcDent  i  a^  ibéoièmer^cfue  ^noup'  npus^roposonè 
de  démontreîr.  Poûnceki^  «u^  éfois' viitiable^  Vj //v&  ^ 
qui  S0iixt  Iiëe8>i3nt«e  ^elles^'  p^r^  Fé(}iïiâtÎ4!>«i  (i^)  ^  on  en 
sïbatitiieva detKK  tnoXtt^  înBepiîtidatiies entremêliez;' on 
feajiparexeinplef^    *'.-'• '-'lî-'- '     •''.•     '  •"»  '•':■'''• 

et  Ton  voit  en  eflFet,  en  mettant  ces^  Valeur^  a  là  place 
de  0?,^,  z  diàns^réquatiota'f^}; 'iqù^îl* 'ri'etf  résulte 
auctirte  équàtioii'^dè  'condition  ^éntt^e  les  notivélïes 
variables'^ 'et ^.  '^^^  '''  ' ':.'  '*  *'^  '  '*'  '-  -^•'  '  '  '•' 
D'après  les  formules  connues  pour^  ïai  trânformà- 
tion  des  variablqsL  dans  1^  laté^aiés  doubles  ^  on  a 
généralement, 


•  -  I       •  < 


Les  valeurs  précéi^enta$.40  j>et^idoon^t; 


i\  ~  - 


;  > 


>• 


j- 


^ 
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dy      dz         dv    dz        ,1,,*     . 

•y-  •  rr  ^^  -4-  •  t  ^s=^h'K\s\tkpcoBp. 
dp      aq         dq    dp  '         ' 

On  aura  donc ,  en  vert  a  de  la  formule  générale , 

df  dZkZ=i  KW  •  sin^  cos;?  dpd4j  ^ 
et  par  conséquent 

A^spih'I^'  ^/fdpdqsiapcosp  Y- — ^\ 

On  étendra  les  intégrales  à  la  masse  entière  da 
«pbérQÏde  M  ^  en  prenant  celle  qui  se  rapporte  à  p 
de|mis  ps=2  0  jusqu'à  pvessTr,  et. celle  qui  se  rapporte 
à  ^depuis  ^=0  jusqu'à  q^^"^}  car  il  est  évident  qu'en 
donnant  aux  angles  pçtq  toutes  les  valeurs  coimprises 
rentre  o  et  i8o^,  les  variables^  et  z  prendront  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  -f-  A'  et  -^  A'  d'une  part, 
et  entre  rf-  ^^et  —  K'  de  l'autre .  c'est-à-dire  tous  les 
couplés  de  valeuts  qui  correspondent  aux  différeos 
points  de  l'ellipsoïde. 

Soient  maintenant  ky  h%  k"  les  trois  demi«-axes  du 
second  ellipsoïde  M',  qui  se  rapportent  respective- 
ment aux  axes  des  a/,  des  y  et  des  z',  l'équation  de 
s^  surfdçç  sera 


et  si  Ton  fait 


af^:=:k  siàp ,  ^  ==  kf'cosp  sin  ^ ,   y"=  f^^cJùsp  cos  y, 
on  aura,  par  l'analysé  précédente , 
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A'=  klf.ffdpdqsxnp  cosp.  (^  -—  -,V 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  /?  =  o  jusqu'à 
pzzzTTy  et  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  'TT  ,  c'est-à-dire 
dans  les  mêmes  limites  que  celles  qui  se  rapportent  à 
la  valeur  de  A. 

Comparons  maintenant  les  attractions  exercées  pat 
les  deux  sphéroïdes  M  et  M',  ce  qui  se  borne  à  com- 
parer entre  elles  les  valeurs  de  f  et  de  /'  et  celles  de 
f^  et  f '^.  Si  Ton  développe  les  deux  premières  quantités, 
et  qu'on  substitue  pour  ^y ,  /,  %,  et  pour  x' ^ ,  jr',  z\ 
leurs  valeurs ,  on  aura 

{*  =  a*  +  ô*+c*  —  2  •  {ah  sinp + bh'  cosp  sine/  +cA*'co»/i  cosç) 

+ A*8in'p+A'*  cos*p8in*ç  +A"*cos*pcos»gr, 
^•=  a'»  4-î'*  +</* — 2 .  (a'ft  sinp  +  b'k'  coêp  sinq + ck'cosp  cosq) 

+  fe*8in'p-f  &'*cos*psin*9+ft'*cosp"cos*7- 

Si  l'on  retranche  ces  deux  expressions  l'une  de 
lautre ,  en  observant  que  les  points  déterminés  pat 
les  coordonnées  a,  b,  c  et  a',  V^  d  sont  des  points 
correspondans ,  et  que ,  d'après  la  définition  que  nous 
avons  donnée ,  on  a 

«_*        ^      b  _  k'  c^fc" 

que  Ion  remarque  en  outre  que  les  deux  ellipsoïdes 
M  et  M'  ayant  mêmes  foyers ,  si  l'on  nomme  e  et  e' 
leurs  excentricités  communes,  on  a 

H^  ==A*  +  e*;         A/*  =  *•+«% 
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d'où  l'on;  tire  . ,        , 

A«  --  *•  =  A'» — *'»  =  A"» — F* , 

on  aura  simplement 

Si  l'on  suppose ,  comme  nous  le  faisons ,  que  le  point 
dont  les  coordonne'es  sont  a' ,  b' ,  c'  est  situé  sur  Tel- 
lipsoïde  M ,  le  second  membre  de  cette  équation  sera 
nul,  et  l'on  aura  identiquement  f  =  f ',  indépendam- 
ment de  toute  valeur  donnée  aux  angles  p  et  y.  Oa 
trouverait,  par  la  même  analyse,  ^^  =  />'^,  et  l'ex- 
pression de  A'  deviendra  par  conséquent 

A'  =  VU^  *JJdp  dq  %\Vkp  co&p  .f—f  —  -Y 

En  rapprochant  cette  expression  de  celle  de  A ,  on 
voit  que,  quelle  que  soit  la  valeur  des  intégrales  in- 
diquées ,  on  aura 

A  ï=~     A' 

On  aurait  de  même ,  relativement  aux  attractions 
qu'exercent  M  et  M'  suivant  les  axes  des^  et  des  z, 

et  par  conséquent 

iL-T.*!*!  B_M^  C^_hh'     ... 

A'  ~*h:i^^'  *    -  B^ —  kk"*'    .  e  —  ^^*  W 

»  •  •  • 

Ces  équations  renferméntle  théorème  que  nous  avons 


■»» 
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énoncé,  et  dont  la  mécanique  céleste  est  redevable  à 
M.  Ivory. 

12.  Il  est  important  d'observer  que  les  équations  (k) 
subsistent  quelle  que  soit  la  fonction  des  distances 
qui  exprime  la  loi  d'attraction.  En  effet,  la  valeur  de 
A,  après  l'intégration  relative  à  x,  prendra  toujours 
cette  forme , 

R  étant  une  fonction  donnée  de  la  quantité  f ,  et  R' une 
fonction  semblable  de  /'.  Or,  l'analyse  du  numéro 
précédent  ne  s  appuie  que  sur  la  forme  des  quantités  f 
et/,  et  jellp  (e3t  indépendante  de  celle  des  fonctions 
R  et  R^  U  en  serait  de  même  des  quantités  B  et  C. 

Le  beau  théorème  énoncé  nMi,  et  qui  établit  les 
relations,qui  existent  entre  les  attractions  qu'exercent 
les  ellipsoïdes  homogènes  sur  les  points  situés  à  l'in- 
térieur ou  à  l'extjérieur  de  leursr  surfaces ,  a  donc 
lieu  pour  toutes  les  lois  d'attraction  possibles.  Si 
Ton  suppose  que  les  dçux  ellipsoïdes ,  se  réduisent  à 
des  sphères  concentriques ,  il  en  résulte  que  VattraC'^ 
tion  de  la  grande  sphère  sur  un  point  placé  à  la 
surface  de  la  petite ,  est  à  V attraction  de  la  petite 
sphère,  sur  un  point  placé  à  la  surface  de  la  grande^ 
comme  les  carrés  des,  rayons  de  ces  deuçc  sphères , 
ow  comme  la  surface  (fe  la  sphère  extérieure  est  à  la 
surface  de  la  sphère  if^térieure.., binent  donc. r  ctr' 
les  rayons  de  ces  deux  sph^^es^i,  A  ;«t  A'  les  attrac-^ 
tions  qu'elles  exercent  respectivemept  s.ur  les  points 
de  leu|^  surfaces,  on  aura 


ZSSk  THÉORIE  AKALTTIQUE 

A'r» 

r 

équation  qui  donnera  Tattraction  de  la  sphère  sur 
un  point  extérieur  lorsque  l'attraction  sur  un  point 
intérieur  sera  connue,  et  réciproquement ,  quelle  que 
soit  la  loi  d'attraction. 

Dans  le  cas  de  Tattraction  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances,  A'  exprimant  l'action  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  /,  sur  un  point  extérieur, 
on  a,  n°  5, 

on  aura  donc  A  s=  ^  •  tt/  pour  Taction  d&la  grande 
sphère  sur  les  points  intérieurs.  Cette  expressioû 
étant  indépendante  du  rayon  r  de  cette  sphère ,  on 
«n  peut  conclure  que  les  points  placés  dans  l'inte^ 
rieur  d'une  couche  sphérique  sont  également  attirés 
de  toutes  paris.  Réciproquement,  pour  que  cette 
propriété  subsiste,  il  faut  que  A  soit  une  fonction 
indépendante  de  r  ;  on  a  alors 

H  étant  une  constante  par  rapport  à  r,  c'est-^ànlire 
4{ue,  dans  ce  cas,  l'attraction  de  la  sphère  sur  les 
^ints  extérieurs  est  réciproque  au  carré  de  leurs 
distances  à  son  centre,  ce  qui  exige  nécessairement 
t{ue  la  même  loi  s'obsenre  par  rapport  à  chacun  de 
ses  élémens.  La  loi  de  la  nature  est  donc  la  seuU 
dans  laquelle  une  couche  sphérique  n'aura  aucune 
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action  sur  les  points  intérieurs  ^  et  hi  smde  aussi  dans 
laquelle  a^ûte  càuche  attire .  les  jxânls  extérteun^] 
comme  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

1 3.  Voyons  maintenaat  comment  oa  peut  faire  se^ 
yirle  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  n^  1 1  ^  - 
à  la  détermination  des  attractions  des  sphéroïdes  ellip-»* 
tiques  sur  les  points  extériéui^  à  leuns  surfaces*  Soient 
(i^b^  c  les  coordonnées  du  point  attiré ^cpie  nqus; 
supposons  situé  en  dehors  de  l'elUpscnde  M;  imi^ 
nous  un  noayial  eUipsoide  M' décrit  des  mêmes  fojreis' 
que  M  ^  et  dont  la  surface  passe  par  ce  point  :  ces 
Qoaditions  suffiront  pour  déterminer  le  second  sphé- 
roïde y  et  il  n'y  ea  atu'à  qu'un  seul  qui  pottrm  y  ss^ 
tisfaire.  En  effet,  soient  k^  Idj  Jf,  les  trois  ^et&in 
axes  de  M'  respectivement  parallèles  aux  axes  des  x^ 
des^  et  des  z;  cet  ellipsoïde  ayant  les  mêmes  foyers 
que  le  premier,  si  l'on  nomme  ett^  les  exceutricités 
de  ses  sections  principales ,  on  aura 


€t  l'équation  de  la  surface  de  M^  sera 

* 


•      "       "  —  •  •  «  I 


Puisque  le  point  attiré  est  situé  Sttiî'i€kte-&ttrffccô; 
les  trois  çpordonnéeç.^,  (•  c  doivent  sati$£ûpe  à  l'é- 
quatiôu précédante ;^ona>jpir  cônsiéquent   ;      - 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  par  tappotik  k; 
Tome  II.  a  5 
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Enfin,  da^.le-^de  l'ellipsoïde  ée  révolution  al- 
longé vers  les  p^es ,  on  aura  tf=io  ;  par  conséquent 

I 

et  les  formtileà  (B)  du  même  numéro  donneront 


I  *.' 


^  =  aÏ^3-CA.  V'i+X»  — log.CX+v/i-l-X*)], 

i4*  U  résulte  des  formules  {p) ,  que  si  l'on  nomme 
M' la  m&âse  d'un  nouvei  ettîpsoide  ayant  les  mêmes 
excentricités  et  la  même  position  des  axes  qp^  l'ellip- 
soïde dont  la  masse  est  M ,  il  suffira .  pour  détenniDer 
les  attractions  1^,  B'^  C'^  gu'exercecej  ^orps  sur  le 
point  (dont  les  coordonnées' sont  à^  h,  c^  dé  changer 
M  en  M'  dans  les  équations  (p);  ^oh  Von  peut 
conclure  qu'on  aura 

« 

c'est-àfâke"  j^'^ea  général  !  4èB  ^rite^ctions^  de  deux 
ellipsoïdes  seipblables  sur  un  piênie  ppint  extérieur 

sont  entre  elles  comme  *  leurs  '  'massés. 

Les  trois. éq^atipiis  (A)j  a;*  1 1  >  lioiment 


\  > 


A    /  h'h'    A.'      B        hhH    B'.      C  _  hh'     C 

â  ^ If^  •  ï""». l'ï'^  Wy  "ô-»  *  "^  ÎF  •  7* 

É 

Si  da|xs^  Içç  seoèâà»  Vneinf^res  dccés  équations  on 


serve  ^6  le^t^^t^afiëS;'e0d^€OiMéè»94^^^ 


5    .:'N 


rehtîôtt 'anataguèà  la  pt^èéaëhté '^  Ijiïï^abft^xîstér 
entre  4ës^  àteà(^s-^u%éltè^tt^^  hirftio- 

geoesnr  lés  pômte^xlérfe  '  '  >- 

Srlé  feor^^attîfenftfé^^  ;  -tnafe 

seulement  trbrbpcJsë^  de  c6ttfc!iiésP^Hi|rtitjtteB  8ét  ^osi^ 
tioû/d'eHiptièfteéïîïé  derisît^^^  sàîvâtft  ûtte 

loi  quelconcjué du  èentre li'fâ  stiî^cev 'ferfaSermine- 
raft,  par  fes^fahiâesr  p^^ 
qu'exercent  ^i  un  ^twîfcttfttiiié  fcJjteiéî^ 
termmés  par  les  surfaces  intérieures  et  extérieures 
de  chacune  de  ces  couches  ;  la  différence  de  ces  deux 
attractions  sera  égale  à  l'attraction  de  la  couche  sur 
le  même  points  et  Ton  aura  celle  qu'exerce  le  corps 
entier  en  prenant  la  somme  de  ces  attractions  par- 
tielles. "'-^'^ 

i5.  On  peut  donc  regarder,  comme  complète,  la 
théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  elliptiques.  La 
seulechose  qu'elle  laisse  encore  adésirer,  c'est  la  valeur 
finie  de  la  fonction  que  nous  avons  désignée  par  L  ; 
mais  l'intégration  dont  cette  valeur  dépend  est  non- 
seulement  impossible^  comme  nous  l'avons  dît,  dans 
le  cas  général,  par  toutes  les  méthodes  connues; 
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QUe:l'ei$t.43DCCH^..W«;elIe-inâmey  c'est-à-dire  que  la 
y^alegafK4eh  ii0;Miii!^it  étoe, exprimée,  en  termes  finis 
par  aucune  fcnicticm  cotDpo^  de  qnatttibà  algé- 
J>riques ,  logarithmiques  ^  ou  circulaires. 

Dans  le  chapitrei  suivant^  nous  nous  occuperons 
de  la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  peu  dif- 
férens  de  la  sphère.  Ce  problème  a  d'abord  été  traité 
par  d'Âlembert^  et  ^^  .après  lui ,  par  plusieurs  illustres 
géomètres;  mais  c'est  à  Laplace  qu'on  en  doit  la 
solution  complète;  et  les  résultats  auxquels  il^est  par- 
.jreçu^:  p&r  leur  fécondité  çt  par  leur  utilité^  non- 
seulement  dans  la  théorie  d;^•  système  du  monde^  mais 
^ençore  (dans  une  foule  de  .questions  .phj^ço-rmathé- 
jnatiqiies^  telles.que la  théorie. des  fluid^s^. celles  de 
la  chaleur^  de  l'électricité  et  du  magnétisme^  doivent 
faire  regarder  les  .travaux  de  ce  grand  hofnme  sur  ce 
point  important  de  la  mécanique,  céleste  comme 
, l'une  4^,  t^}^^.  ;|>çU£s  pro^uctioi^s  de  son  génie^ . 
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'Attpocti&mdù  sphéroïdes  quéhùonque^. 


i6.  Nous  con8idé]:iprDtis>  dans  (îô^tiapitreV  lê^  àttra<>- 
iions  dès  fij^b^roïdes^  ^^efcôÀqtlëS';  et  un  particûli^ 
celles  des  sphéroïdes  qttli^'éûâtteiir  ]^'de'  h  figure 
de  la  sphère.  ^Mais,  au  lieu  ^e  d^tériift'mëF'ikKtfnédia-' 
tement  les  attractions  que  o^s  corps  exercent  suivant 
une  direction  donnée^  nous' comniencerons  par  cher-* 
cher  la  yalenr  de  la  fonction -qui  eàtprime  la  sonfime 
desélémetisdo> sphéroïde;  divises  respectivement  par 
leur  distattce  au  |>CHnt  attiré  y  et  cpie  nous  avons  dé- 
signée par  Y,  parce  que  cette  fonction  a"  fâ  pi*o- 
priété  de  donner ,  par  sa  différentiâtion ,  les  attrac- 
tions qu'exerce  le  sphéroïde  parallèlement  à  une  droite 
donnée ,  et  que  d'ailleurs  c'est  sôus  cette  forme  que 
se  présentent,  dans  les  ^équà^ions  de  son  équilibre, 
les  attractions  niutuelles  des  molécules  d'une  masse 
fluide  homogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation, 
comme  nous  le  verrons  dans  le  chapitre!  suivant. 

Reprenons  donc  la, valeur  de  V,  n°  4,  ^^9  ipQfVX 
abréger,  fqifcon$  ^os.6  ï=  /*,  cos  ^=^',  on  aura 

JJ  J  V'r'-Tarr'.  [«»'+  V  »— /»*  •  S/  i—ê*"-  C08(-— •>')l+r'»  * 
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• 

r  étant  le  rayon  mené  de  l'origine  au  point  attiré, 
%  f^figle  compris  entre  ce  rayon  et  IHm  quelconque 
des  axes  coordonnés,  eo  l'angle  que  sa  projection  sur 
le  plan  des  deux^âutréi  âii^â  f^4î^  Pivcc  l'une  de  ces 
droites,  et  r^,  ô',  cô'  désignant  ce  que  deviennent  ces 
trois  variables  relativement  à  l'élément  dm  du  sphé- 
roïde. 

,  Pour  «(^i»dj!0(  i^nlégmlîikM^.  dé  Ja  .\irdk»r.  4e  Y  à  la 
masse  entière  du  corps  attirant,  il  faudra  intégrer  rela- 
MlîW^irti  ^,*^ir4fl^î«  ir/iïifapijo^'î^^r^ffiKR;^.^  étant 

f^fle  fqqj^Qn  Aonom  é^  it  .^  â».  eh'/iqm  ex^time  le 
tmyO^  v^cj^iir  4'^^  point;  qûdkonqtie  lie  la  $Qh&ce  du 
-^b^fîOïdeM  Quant  iiOx.  intégtaks  jc^tW^.à  o/  çt  (a', 
^^  devront  être  pmes ,  d'ftprès.  «  qi}e..iH)P$.  ayons 
.4it)  n^  4^  depuis  #'s==.o  jusqu'à  <»'  égal  k  fe.cipconfé- 
jraKe^  et  depuis  /4'c=i  }usqu'à/t';^-— ï.  , 

En  subslituant  de  méine  fJ^kht  place  de  csm  8,  dans 
réqufttion  (5)  méxoe  munéro^  leUe  pn^id  eâfl^  forme 
■fdbiis simple.:  -         ;.  .;   / 

équation  de  condition  à  laquelle  dievra  toujitors  satis- 
faire la  valeur  de  V,  lorsque  le  point  attiré  ne  fera 
f^as  partie  de  la  masse  db  sphéroïde.     \ 

Comme  il  est  impossible  dlntégrer  Téxpressioa 
de  y  d'une  manière- générale ,  t>n  4èfet  obligé,  pour  y 
parvenir,  de  recourir  atix-  méthode^  ordinaires  d*ap- 
proximation.  On  réduit  l'expression  de  V  en  série 
dont  chaque  terme  est  intégtaUe  ^  et  l'on  olrtieilt  en- 
suite sa  valeur  avec  le  degré  d'^ètaclîtude  qu'on  juge 
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conrenal)!^.  Pour  d^v^pper  r^^xprc^eicm  4e  V.  eu 
série  convergente ,  il  faut  distinguer  deux  cas  ,  celui 
où  le  point  attire  est  extérieur  an  sphéroïde^  et  celui 
où  il .  ef^t  sitiié  dans  Fintérieur  de  ce  corps.  Drq^  le 
premier  cas,  on  a  r>»  /,  çt  si  l'oa  fait       - 

On  réduira  £j3n. série  convergente»  eu  ordonnant 
fôn  davdtQppienient  pigr^rapport  w^  pipssanc^s.d^- 
cendantes  der;  on  aui^  ainsi 

etil  est  ckir^  d'après  la  v^ew  de  F,  qnePo,  P^.#  .P* 
soût  d^s  fonctions  raticHinelles  et  eatièr^  de  )x  et  de 
N/i— ^jti^'.  %^os^{p^u^(s[).  F  satis&ity  par  sa  nature^  à 
leqnalion  - 


.Ml  I 


+  r=r«+.'--ir-o.    ,(B) 


-^T-'i — I      — I —  — ^~^— — 


Si  Ton  ](*0mplace  F  par  sa  valeur  en  séiçie;»  etqu'on 
égalç  a  zçxp  l^s  çoefficiens  des  nsiêmes.puissfmçes 
de  r,  on  aura,  quel  que  soit  i, 

— ^r-^+~i*  +  Ki+^)^i^o.  (c) 

Si  l'on  substitue  à  la  place  du  radical  que  noug 
avons  représenté  par  F,  sa  valeur  dans  l'expression 
de  V,  elle  prendra  cette  forme  : 
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et  l'on  aura  généralement,  quel  que  soit  t, 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  r^  égal  à  zéro 
jusqu'à  sa  valeur  à  la  surÊtce  du  sphéroïde;  l'intégrale 
rela,tive  à  f^ff  depuis  //z=z  i  jusqu'à  |t^-^  .j  :e  ,  et  l'inté- 
grale relative  à  eo^f  depuis  6p'=:o  jusqu'à  û»'=27. 

Si  le  sphéroïde  est  homogène ,  l'intégration  rela- 
tive à  r^  pourra  toujours  s'ôffedtuer ^  '  et  en^mmimant  R 
la  valeur  de  r  à  la  surface^  on  aura 

Supposons  maintenant  le  point  attiré  dans  Finlé- 
rieur  du  sphéroïde ,  on  aura  r<ii^  pour  toutes  les 
couches  du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré; 
et  pour  avoir  une  série  convergente ,  on  réduira  F 
en  une  suite  ascendante  par  rapport  à  r;  on  aura  ainsi 

F — P    i--4-P    — U-P    —  JUV   jL^JL.fitic 


Les  quantités  P.,  P„  etc.,  étant  les,  lîiêtiiés. que  ci- 
dessus  ,  l'expression  de  V,  en  y  substituant  cette  va- 
leur^ deviendra  '^' 

V=  Po  4-  ^ir  +  p^r»  +  etc. ,  : 

et  Ton  aura ,  pour  déterminer  généralement  Vi ,  l'é- 
quation 

Les  intégrales  relatives  à  r'  devant  être  prises  de- 
puis r'ssr  jusqu'à  la  valeur  de  r',  à  la  surface  du  sphé- 
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roide^  et  les  intégrales  relatives  à  fe-  et  à  ûi'dans  les 
mêmes  limites  que  jurecédemment. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple ,  le  sphéroïde  homo- 
gène, et  qu'on  désigne  par  R  et  R'  les  valeurs  de  / 
correspondantes  à  la  surface  du  sphéroïde  et  à  la  couche 
qui  passe  par  le  point  attiré,  on  aura,  en  intégrant 
par  rapport  à  r', 

Connaissant  ainsi  la  partie  de  V  relative  aux  cou- 
ches du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré ,  on 
déterminera  comme  précédemment  la  partie  rela- 
tive aux  autres  couches,  par  rapport  auxquelles  le 
point  attiré  est  extérieur,  et  en  les  réunissant,  on 
aura  l'attraction  qu'exerce  sur  lui  le  sphéroïdei>  ^    '■ 

17.  Toute  la  difficulté  du  développement  de  Y  en 
série  se  rédi^it  donc  à  former  là  valeur  générale  de  P|! 
Cette  quantité  est,  comme  nous  l'avons  vu,  une  fonc^' 

tion  finie  du  degré  i  de  jtt  et  de  \/ 1 — *j6t* .  cos(&i-^  d^). 
On  peut  supposer  par  conséquent  P|  développé  en 
série  de  cosinus  de  l'angle  a— a»'  et  de  ses  multiplesf. 
Soit  K,  cos  n  (ûh— »')  le  terme  de  cette  suite  qui  dé- 
pend de  cos  n(û)-r-û)'),  K.  étant  une  fonction  de. f& 
indépendante  de  o),  qu'il  s'agit  de  déterminer»  Obser- 
vons d'abord  que  le  terme  qui  dépend  de  cos  n(co — &>[) 
dans  P|  ne  peut  résulter  que  des  puissances  h,  n+2 , 
^+4>  etc. ,  de  cos(««— û)');  or  cos(û)— û^)  ayant  poiir 
facteur  v/i— ^«^  il  est  clair  que,C0j5"(û>r-<»').auraJ!K>ur 

fecteiir(i  —  ft)v  D'ailleurs  F  étant  sjrmétrique  parrap- 


\ 
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port  à  fe  et'kfi',  ces  d^m  quaiitîtés  doivent  entrer 

de  la  même  manièsre  duos  ^biKnm  des  termes  de  son 

dévelopjiemeat  ^  d'où  pl'oa  pemt  condure  que  E, 

fi  « 

est  de  cette  forme  (i — /jl*)*,  (i— ^ic'*)»  H,j  on  aun 

donc  ainsi 


Pi==Ho+(i-^*)».(iV*)^-H..cc)s(*-O+(iT^')'.(iV0^.Hâ.<5«^ 

En  sorte  que  le  terme  général  da  développement  de  ' 

Pi  sera  (i— ;a')*(i — ^ft'*)*H,  cos  n(cù — û>').  H,  dési- 
gisiant  iine  fonction  de  >.  dont  il  i  but  coimaitre  la 
forme.  Fi  devant  satisBeiire:  à  l'é({Qâtîdn  aux  difie-  ' 
renées  partielles  (C  ) ,  si  on  lui  substitue  sk  valeur  | 
précédente^. la  comparaison  des  cosinus  qui  dépen- 
dent des  mèpies  multiples  de  ot^^o»'  donniara  Téqna- 
tion  a«2^  difierences  ordinaires 


I 

11 

ou  biai  f  ax  multiplianl  tous  les  ten^oes  par  (1^^^% 

D^àîlleurs  il  est  facile  de  voir,  d'après  la  considération 
du  radical  que  nous  avons  représenté'  par  F;  que  H, 
est  de  cette  forme  V    . 

J^  ^fet»  ^  l'on  suppose  '  •    ~ 


te. 
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et  qu'on  développe  F  après  y  avoir  substitué  cette 

valeur,  on  trouvera  que  le  coefficient  de  p:^,  dans  ce 

déreloppement  ^  est  de  cette  forme  : 

a^^  +  ^i/^'"*  +  ^i/?'""^  +  etc. 

Qu'on  remplace  maintenant  p  par  sa  valeur^  et 
qu'eu  substitue  aux  puissances  de  cos(û^— û»^)  leurs 
valeurs  en  cosinus  multiples  de  cù^^û/,  on  s'assurera 

sans  peine  que  le  coefficient  de  (i — ft*)»  cos7i(a— û>') 
a  la  forme  que  nous  lui  avons  supposée. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  H„  dans  l'équation  (f), 
et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficiens  des  mêmes  puis- 
sances defJL,  on  trouvera  généralement 

En  faisant  successivement  ^  =  i ,  s=i2,  etc. ,  on 
aura  par  cette  fommle  les  Taleurs  de  A, ,  A^,  etc. , 
au  moyen  de  la  valeur  de  Ae.  On  ^  trouve  ainsi 

Ao  est  une  fonction  àefjt/  indépendante  de /a;  or^  fe  et 
f^'  doivent  «ntfer  de  là  même  manière  dans  l'expres- 
sion de  P|,  comme  nous  lavons  vu  plus  haut;  on 
aura  donc 
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A.=fl  fix"—     (*-")(*-»-0  „/i-.-«  ,  (*-n)(*-»-')(»-B-a).(*-J»-3)  „ 
^^"U  2.(aJ-i)  .•'^;       ^  a.4.(a»-i).(2J-3)      "•'^ 

(t-B).(t-n-0.(t-B-a).(w>-3).(t-n-4).(fr-B-5)    ,j_i»_,  ,    .    "1 
~  2.4,6.(a»-i).(a»-3).(a»-«)  '*  +««c.j. 

et  par  conséquent  " 


W 


/S,»  étant  une  quantité  indépendante  de  fA  et  de  fi', 
et  qui  par  conséquent  ne  peut  être  qu'un  coefficient 
numérique.  Il  ne  rest^  plus  qu'à  déternodner  ce  coef- 
ficient. 

Pour  y  parvenir,  observons  que  si  £— -/i  est  un 
nombre  pair,  la  valeur  de  H.  contiendra  un  terme 
indépendant  de  fjL  et  de  fi^  et  en  ne  considérant  que 
ce  terme,  on  aura 

H  /8b.  [i.  2. 3..  .(i-;»)]*' 

_gC').[i.3.5;..(t— n~i).i.3.5...(i4-7i4>i)] 

[i.3,5.  ..(21  — i)]» 

Si  i  —  n  est  un  nombre  impair,  la  valeur  de  H. 
contiendra  un  terme  dépendant  des  premières  puis- 
sances de  /M  et  fjt/,  et  en  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme; 
on  aura 

„ gn  .fift,\  [ï .  2 . 3 . . .  ii^n)y ^ 

•~  [2.4.  .  .{^7l_l).(2»— 1).(2»— 3),  •  .(J+/I+2)]* 

i6n«/u/«^ [1.3  5 . . . a — '7t).i.3.5. .  .(i+n)]* 

[1.3.5. .  .(2i—i)]* 
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Comparons  ces  valeurs  à  celles  qui  résultent  direc- 
tement du  développement  du  radical  F.  En  négli- 
geant les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  /t 
et  de  iâ!,  on  a 

Le  premier  terme  de  cette  valeur  renferme  toute 
la  partie  de  F  indépendante  de  fe  et  de  ijJj  et  le  second 
toute  la  partie  qui  ne  dépend  que  de  la  première 
puissance  de  ces  variables.  Développons  les  deux  ra- 
dicaux par  la  méthode  que  nous  avons  déjà  employée 
n'So,  livre  IL  Si  Ton  nomme  c  le  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  Tunité ,  et  qu'on  subs- 
titue pour  cos(â» — cô)  sa  valeur  en  exponentielles 

imaginaires ,  le  radical  [r*  —  2r/cos(a) — o)')  +  /•]"  • 
pourra  être  mis  sous  cette  forme 

SI  Ton  développe  les  deux  facteurs  de  cette  expres- 
sion^ qu'on  multiplie  ensuite  Tune  par  l'autre  les^.sé' 
ries  résultantes  y  on  trouvera  aisément  que  le  coeffi- 

cient  dep:;n*(^- 1 )7   ou  de 

p+;C0sn(» — û)'),  est  égal  à 

1.3.5.  .-.(i-h/t-^O.i>3.5.  ..(t— 71  — 0 
2.4.6,,  .(ï +w).2.4*6-' •(*  —  '») 

C'est  la  valeur  de  H»  dans  le  cas  où  i —  n  est  pair. 
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et  où  l'on  sappose  fts=o  et/dfzso;  en  la  compa- 
rant à  la  valeur  trouvée  plus  haut^  on  a 

^  ni.3.5>..(a£ — i)"l*    i(i— i).  ...{i — n  +  i) 

"■"^     *Lï»2.3 i      J  *  (*+i).(*+a)...  .(*-f-7i)' 

Il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  de  ce  coefficient  ; 
dans  le  cas  où  ns=so}  on  a  alors 

'^  L.I.A.3 »        J 

t 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de 

ji 
-^^.fifjJ .co&n{eû  —  ûù')  dans  F,  est 

I  »  3  «S. .  «  (i -f*  n) .  1 . 3 . 5«  •  • .  (i-^  n) 


C'est  la  valeur  de  H.,  quand  i^^n  est  impair,  et 
qu'on  néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures 
de  /i.  et  fe^  Si  on  la  compare  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  plus  haut.,  dans  le  même  cas^  on  a 

P*~^'Li.2.3 \i      J  •(*+!). (^+2).., (i+lï)' 

Ainsi  l'expression  de  jS.  est  la  même  dans  le  cas 
de  i — ?i<  pair  et  dans  le  cas  de  i— n  impair.  Si 
nâso^  on  aura,  comme  précédemment , 

^,  ^  n-3.5..:(.i--in 

En    substituant   pour  j8«  sa  valeur  Hans  Féqua- 
rion  (A:),  on  aura  la.  valeur  générale  de  B[». 
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i8.  Ayant  d'aller  plus  loin ,  nous  allons  démontrer 
une  propriété  remarquable  des  fonctions  de  l'espèce 
de  celles  que  nous  ayons  désignées  par  P^ ,  qt  qui 
nous  sera  utile  dans  les  Recherches  suiyantes.  Spient 
Yj  et  Z.  deux  fonctions  rationnelles  et  entières  de 

/if  V I  — |t*.sin  û>  et  \/i  —  ft* .  cos  eo ,  qui  satisfont 
à  l'équation  (C)^  on  aura  généralement^  i  étaiit 
supposé  différent  de  n, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  /jl= — i  jusquli 
li=zi,  et  depuis  a>=o  jusqu'à  ais=27. 

£a  effet,  par  la  définition  même  des  fonctions 
Yj  et  Z.y  on  aura 


^■(— -"'î- 4;r  .  -d. 


(•»• 


d^       +  ri:;:. +*■('■+ 0Y,=o, 

0.(1 —f**^  .-7—  -=— 


1  A 


La  première  de  ces  équation^,  6n  la  multipliant  par 
'^ud/idoû,  donnera 

d.  (i  — ^•)  ,^ 

i(i+i)./rsiz,.d^^^  1  I  z. — •  _,;   '^.idf.dm . 


M 


■  » 
La  seconde  des  équations  (o)  fournirait  une  éqiia< 
^^n  semhlaUe.  Si  Ton  retfanohe  Fnnë   de  l'aùtna 
Tome  II.  24 
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ces  deux  équations,  qaV>ii  obsçrre  qa'en   înt^rant 
relativement  ii  f4 ,  on  a 

c/  ^^  •/  ^^ 

quantité  qui  se  réduit  à  zéro  lorsque  les  intégrales 
sont  prises  depuis  ^  =s:--*  1  jusqu^à  f^  =  i . 

Qu'on  observe  de  même  qu'en  intégrant  rclative- 
nlent  à  a>,  on  a 

quantité  qui  se   réduit  encore   à   zéro  lorsque  les 
intégrales  sont  prises  depuis  e»=o  jusqu'à  ^s=2ST, 

poj^e  que  les  valeurs  de  Y, ,  ~ ,  Z„ ,  -^  ,  sont  les 

mémeia  à  ces  deux  limites  :  on  trouvera 

Oa  a  donc  igwQralammtj»  $i^.est4iffefeiitde  ^; 

JX^jifxdùù  =  o. 

1 9.  li^  formules  des  nt*  i6,  1 7  et  18  s'appliquent  à 
des  sphéroïdes  quelconqties;  nous  allons  conside'rer  1 
présent;pment  en  partiçuMer.  les  sphéroïdes  très  peu  dif- 
férens  de  li(>fl|>hère^  «t  ^él^enaiiner  les  fonctions  Vof 
V, ,  etc.,  f^oy  ^i>  etc.,  relativement  à  ces  sphéroïdes. 
Sappbsons  qro  le<â^héroïdb  .idÂfF(p^  très  |mi  de  la 
ubfare  dont  le  rayon  est  a%  soit  1^  le  rajon  mené  de 
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rarigine  des  i*.  à  la  auifacQ  du  .^spfa^fttâe  |  oa  auta 
/=:a(i  -j-  07*'} i:  0^  étant  ua  très  petit  coefBcjent 
coostant  dont  on  peut  négliger  le  carré  et  les  puis- 
sances supéiîettiies  ^  et  7'  une  fonction  de  sinus  et  co- 
sinus de  ô'  et  (ô'f  qui  déterminé  la  pôsfhîon  du  rayon 
r'  et  qui  dépend  de  la  nature  du  sphérbîde.  On-  a  gé- 
néralement pour  pn  poiat  extérieur 


•  *     à  * 


En  substituant  dans  cette  formule  pour  /■'  sa  valeur 

^vécéiénié'' ei  W^geaJiïIïés  ijtiàiitiïës  de  Frird¥è*«', 
on  aura  ■...!>.!  .,.-.q 


\    ;  Yj* 


inçwitBéifl^jjSi. fjét^i  difféjwftt îdî^ta^ro^         /  rrj ;» 


-•* 


on  aura  donc  simpleihent    -  * 


.'1  ../ 


jusqu  a  ^'  =;^^v^. X)B,  trOT^ve 


24*  • 


n 


en  observàiirqtiè  iW  a  ^  par  Éte  qui  précède. 
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doù  Ton  ycil  que  dans  Texpressioiji  de  Y  la  quantité 

Vo  sera  égale  à  5-_  ^  plus  à  une  très  petite  quantité 

.  ■    t  .  f  .     \  i        *        .  I 

de  l'ordre  a,  et  toutes  les  autres  quantités  y,,  v«  seront 
très  petites  du  mêtiae  ordre. 
.  :  .SuppospnSrgénéralement 

on  aura 

-  Qn<  aura  donc^:pour  l'expression  de  Y  relati)ire^à  un 
point  extérieur,  .   .  i 

■ 

V=;4gl^.e^,,.(U.+U.^2JhU^2!^etc.)(«)    1 

J 

- ^  ^Considék^s^«fià4ntaiàM  réffirâctibtt  du  sphéh>ide    | 
sur  les  points  ititéiîétii^.  On  a'  gébéiralemêfit  datis  ce 
cas , 

Supposons  que  Y  représente  lattraction  de  la  couche 
dont  le  rayon  de  ^la  sYirface  extérieure' est  R%  et  dont 
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t 

Si  Ton  substitue  dans  cette  expression  a  (1+09^) 
à  la  place  de  R'^  et  qu'on  rejette  les  termes  qui  s'ë- 
Ywouissent  par  Fintégration^  ainsi  que  ceux  qui  sont 
da  second  ordre  ^  par  rapport  à  et ,  '  la  valeur  de  v\ 
deviendra 


«>.  =  4=,,ff?^d(*!dc»'z=:o^»A.\i,i 


1 

<m  ama  donc 


V=:««*.(Uo  +  U..^-f.U..^  +  etc.) 

Telle  est  l'expression  de  l'attraction  de  la  couche  dont 
1  épaisseur  est  acLy  sur  le  point  attiré;  en  y  joignant 
la  valeur  de  Y  relative  à  l'action  de  la  sphère  dont 
le  rayon  est  a  sur  le  même  points  on  aura  l'attrac- 
tion entière  qu'exerce  sur  «lui  le  sphéroïde.  Or,  le 
point  attiré  est  ^  par  hypothèse  ^  situé^dans  l'intérieur 
de  la  sphère  et  à  une  distance  rde  son  centre  ;  on  aura 
donc,  n*  5, 

€l  en  réunissant  les  deux  parties  de  V,  on  aura  gé- 
iieralement,  relativement  aux  points  intérieurs  au 
sphéroïde, 

V=2^a» — H^  -f-  a»« .(U,+  U..^-hU,X.rt.etc.).  (h) 
Les  formules  (a)  et  {b)  renferment  toute  la  théo- 
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rie  des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  très 
peu  différens  de  la  sphère.  En  diâerendant  la  pre- 
inière  par  rapport  k  r,  on  amra  > 

-f  =^  4-^.(Û.+  .U.|+5U.|  +  etc) 

i 

Cest  l'attraction  qu  excerce  suivant  le  rayon  r  le  ' 
sphéroïde  sur  un  point  extëri^ùr»  Le  pi^mîer  terme 
de  cette  valeur  exprime ,  comme  on  voit^  l'attractioii 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  a  ;  les  tei^ûnés  MÎfatts 
sont  de  l'ordre  et.  Les  deux  autres  composantes  de 
Tattraction  du  sphéroïde  seraient  du  mêrùe  ordre  ^  I 
en  sorte  qu'aux  quantités  près  de  Tordre  du  carré  de  ] 
« ,  l'action  totale  du  côips  sur  le  point  attiré  est 

représentée  par  —  ^, 

■ 
Si  le  point  attiré  était  à  la  surface  même  du  spbe-  ] 

roïde,  on  aurait  rzt=:a(i  *4~^)^  ^^  désignant  par 

jr  ce  que  devibnt  y  quand  on  y  change  jbt'  et  a'  en 

fé  et  cû.  On  aura  donc  alors  ^  ea  négligeant  les  quin-  i 

tités  de  l'ordre  a* , 

m 

V=  4Çl.(,_«^)^.a.a.(U„+U.+U.+etc.)j 

I 

20.  Ce  cas  mérite  une  attention  particulière ,  parce 
qu'il  existe^  pour  les  points  placés  à  k  surface  dl^SfAé- 
roïdes  peu  différens  de  la  sphère ^  une  relation  im- 
portante enttiB  la  fonction  V  et  sa  diffiérèntielle ,  qwi 
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peut  souvent  Catciliter  la  reebercfae  ^  leurs  attrac- 
tions. Pour  démontrer  cette  propriété^  reprenons 
l'expression  générale  de  V  :  • 

,r       ^  r*drdudm' 

v=  / —  '      ■'■ -== 

Supposons  que  le  sphéroïde  soit  très  peu  différent 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  ii,  et  qui  est  décrite 
du  même  centre;  soit  r^^a  (i  -f-oy*')  le  rayon  mené  à 
la  surface  du  sphéroïde,  a  étant  une  très  petite  quan* 
tité  dont  on  néglige  le  carré  et  les  puissances  su- 
périeures» Il  est  clair  que  l^on  pourra  regarder  la 
fonction  V  comme  composée  de  deux  parties  :  Tune 

relative  a  la  sphère  du  rayon  a,  et  qui  est  égale  à  3^  ; 

Vautre  relative  à  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère, 
et  que  nous  désignerons  par  u.  On  aura  donc  ainsi 

y^^  +  ^î 


3 


et  Tactioft  qu'exerce  le  sphéroïde  sur  le  point  attiré 
sera 

/^\ 4^ du 

\dr)'^  3/-»         5r' 

Si  l'on  multiplié  par  2/*  cette  seconde  équation ,  et 
qu'on  la  retranche  de  la  première ,  on  aura 

*       «    ■ 

Maintenant  soit  dm^  une  des  molécules  de  l'excès 
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du  sphéroïde  sur  la  sphère,  et  /*  sa  distance  au  poiat 
attiré  ;  on  aura 

on  aura  donc 

Si  le  point  attiré  est  à  la  surface  du  sphéroïde ,  on 
a  r=û(i+£y^),  en  désignant  par^  ce  que  devient/ 
lorsque  yi  et  osf  deyiennent  /tt  et  o»  ;  mais  comme  vl 

et  j-  sont  de  l'ordre  tf ,  et  que  nous  négligeons  les 

quantités  de  l'ordre  et* ,  il  suffira  de  faire  r^=ia  dans 
l'équation  précédente  ;  on  aura  donc  à  la  surface  du 
sphéroïde 


"+"^-S=J  V7 


^-h:ir.-3f  ].dm\ 


Or,  on  a  généralement  y*=  %/<»•— aûrj^H-r*,  en 
désignant  par  y  le  cosinus  de  Tangle  que  forme  le 
rayon  /  avec  la  droite  menée  du  centre  du  sphé- 
roïde au  point  attiré,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  faisant 


De  là  on  peut  conclure  aitément,  par  la  difieren* 
tintion. 
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En  observant  donc  que  dni  désignant  lun  des  élé- 
mens  de  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère  ^  on  a 

dni'^si  ^f^^dfjddcê'zziia^tLydiildcùf  on  aura 


"+  ^^'  1?  =  "*  "*  j7 7^ •    (^) 

La  quantité  renfermée  sous  le  $igne  intégral  devient 
nulle  lorsque  Ton  suppose  r=:a^  c'est*à-*dire  quand 
le  point  attiré  est  à  la  surface  du  sphéroïde^  à  moins 
cependant  quey* ne  se  réduise  en  même  temps  à  zéro. 
Or  f  est  nul  lorsqu'on  y  suppose  à  la  fois  >  =  i  et 
rzzza^  l'intégrale  précédente  devant  être  prise  entre 
les  limites  yzsci  et  ^  =  —  i  ;  il  est  donc  nécessaire 
de  savoir  ce  qu'elle  devient  dans  le  premier  cas.  Si 
les  intégrations  étaient  effectuées,  le  facteur  com- 
mun au  numérateur  et  au  dénominateur  de  la  fonc- 
tion 1      '      ^  ^  '^  disparaîtrait,  et  il  serait  facile 

ensuite  d'avoir  sa  vraie  valeur  correspondante  à  l'hy- 
pothèse de  r=:a;  mais  comme  la  forme  delà  fonc- 
tion 7*'  est  généralement  inconnue,  il  faut  y  parvenir 
indépendamment  de  cette  intégration.  Voici  pour 
cela  un  procédé  très  simple.  Supposons  en  général 
y=y(jtt',  ù>');  il  est  clair  que  le  second  membre  de 
léquation  (e)  devient  nul,  lorsque  r^^a^  pour 
toutes  les  valeurs  de  ^'  et  de  ûù!  qui  diffèrent  sensi-* 
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hlement  de  ft  et  de  ca.  Si  Ton  fait  donc  f/=fi^h, 
et  û>'  =  «  +  ^  >  et  qu'on  substitue  ces  valeurs  dans 
1  équation  (e) ,  on  pourra  y  regarder  A  et  A:  comme 
des  quantités  infiniment  petites.  Cela  posé,  on  aura 
gàiéralement 

eh  représentant  par  Ç  une  très  petite  quantité  du 
même  ordre  que  h  et  k.  Si  Ton  substitue  cette  valeur 
dans  l'équation  (e) ,  et  qu'on  néglige  la  partie  dé- 
pendante de^^  qui  sera  toujours  infiniment  petite  rela- 
tivement à  la  première  y  en  observant  qaejr:=sj{fijà)), 
puisque  j-  est  ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  change 
-fjt/  et  cà^  en  fi  et  i»,  on  aura 


Pour  faciliter  Tintégration,  prenons  pour  origine 
de  l'angle  que  nous  avons  désigné  par  fl,  le  rayon  r, 

ce  qui  donne  //  =r  i,  \/i  —  )Lt'  =  o.  On  aura  sim- 
plement alors  f=  a^  —  ^arfi!  -+-  r* ,  et  en  intégrant 
par  rapport  à  ai',  depuis  cûz=zo  jusqu'à  û>'=27r; 


ff^-^-fP- 


On  a  d'ailleurs 


on  aara  donc  en  intégi'ant 
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Cette  intégrale  detant  étfe  prise  depuis  f4f=:^^  i 
jusqu  a/t'ss-f^  t ,  ce  qui  donne  ys£=H-«  et/==r — a, 
on  auil3i>  pour  sa  valeur  complété^ 


•^i*— ka***** 


ar(r  +  à)         ar{r  —  a)  r(t*  —  a*)  * 

par  conséquent 

du  Afra^y 


dr  r 


i 


Si  l'on  suppose  maintenant  r  =:  a  dans  cette  équa- 
tion^ on  trouve 

"+^^'  •^=— 4^^^**^-      Ce') 

L équation  (^,  en  y  substituant  a  (i +«/)  à  la 
place  de  r,  et  en  observant  qu'aux  quantités  près  de 

l'ordre  a,  on  a  ^  = ^  ,   donne 

V+3«.-^  =  —  -îg — ^4^^^  ^/+'^+2a. — . 

On  aura  donc ,  en  vertu   de  l 'équation  (g)  ^  >ux 
quantités  jwès  de  l'ordre  a* , 

Cette  équation  extrêmement  remarquable  s'étend 
à  tous  les  sphéroïdes  peu  diâerens  de  la  sphère.  Elle 
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fait  voir  que,  dans  la  fonction  V+^fl.^  toutes  les 

quantité  de  Tordre  a  disparaissent,  en  sorte  que  cette 
fonction  -est  la  même  par  rapport  à  la  sphère  et  au 
sphéroïde  qui  en  difiere  trè^  peu,  quelle  que  soit 
d  ailleurs  la  position  du  point  attiré  à  la  surface  de  ces 
deux  corps.  Cette  équation  a  d'abord  été  trouvée  pr 
Laplace  ;  mais  la  démonstration  qu'il  en  donne  dans 
le  second  volume  de  la  Mécanique  céleste  j  et  qu'il  a 
i*eproduite  ensuite  dans  le  cinquième ,  a  été  l'objet 
d'une  controverse  fort  vive,  qui  a  fait  même  révo- 
quer en  doute  par  plusieurs  géomètres  la  généralité 
du  théorème  qui  en  résulte.  Il  me  semble  que  la  dé- 
monstration qui  précède  est  à  l'abri  de  toute  objec- 
tion sérieuse  (*). 

ni .  Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (Aj,  pour  V  et 

rfV 

•j-,  «leurs  valeurs  (c),  n®  19,  on  trouvera 

47r./=Uo+5U,-H5U. +(2i4.i)U|+etc. 

La  fonction  jr  peut  donc  toujours  se  développer 
dans  une  série  de  cette  forme 

r=Y,  + Y.  +  Y.. . . .  +  Y,+  etc. 

Les  quantités  Yq,  Y, ,  etc. ,  étant  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  \iy  >/i— )t^*.cosâ),   Vï — f^*«  sin<3»,  qui 


(*)  Voir,  sur  ce  sujet,  Lagrange,  Journ,  de  VÈcole  Polythecknkjui, 
tomeVÎII;  M.  Ivory,  Transactions  philosophiques,  tome  Cil; 
A9..  Poisson-,  ConnaissanGB  des  Tems  poHr  i83o. 
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satisfont  à  réquatîoQ  aux  dlfféremres  partielles  (C). 
Cette  réductioxi  est  indépeadante  de  la  forme  de  la 
fonction^,  et  doit, être  considérée  comme  une  pro- 
priété .résultante  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
difôretis  de  la  sphère. 

Si  Ton  compare  les  deux  valeurs  précédentes  àejr, 
eu  observant  qu'on  a,  n*  19,  Vi^ss^  fV i ydfji!dûù' ^ 
on  trouvera  généralement 

On  a  d'ailleurs.^  en  représentant  par  \\j  Y\ ,  etc.  ^  ce 
que  deviennent  lés  quantités  Yo,  Y^^  efc.^  lorsqu'on  j 
change  fz  et  cû  en  yJ  et  â>% 

/==¥;  +  y;  +  y:.  . . .  +  Y',  .-H  etc.  ; 
en  observant  donc  qu'onagénéralement^  par  le  n**  \9^^ 

n  étan^  un  inombre  différent  de   iy   l'équation   (/) 
donnera  :  simplemept 

-C:  //.P,YWA*y«'=-M''»  ("») 

les  lf¥nites  des  intégrales  étant  lès  mêmes  que  précé- 
uemment. 

Cette  équation  renfermé  l'énoncé  d'une  nouvelle 
propriété  remarquable  dont  jouissent  les  fonctions 
.  dé'hr^ature  de  cdles  qtie  n^s  avoris  désignées  par 
\  et  Ta^  ;  mais  elle  est  plus  restreinte  que  la  pre<- 
mîçrè/dén^ontrée  dans  le  n®  18^1  parce  qu'alors  non? 
supposions  aux  fonctions  Y,,  et  Z,  toute  la  généralité 
dont  eWe&  sont  susceptibles-,  tandis  qu'ici  nous  sup- 


38a  THÉORIE  ANALTTIQUE 

posons  à  Tune  d'elles  la  forme  partîe^Kère  des  fonc- 
tions que  noua  ayons  désignées  par  P|« 

La  première  conséquence  qui  résulte  de  Tëqua- 
tion  (tu),  c'est  que  la  fonction j^  ne  peut  admettre 
qu^un  seul  développement  de  la  fbi^me  Yo-HY^+Yï 
-\-  etc.  En  effet  y  supposons  cfue  x  puisse  s'exprimer 
par  les  d^ux  séries  suivantes  ;  •   - 

j'  =  Yo  +  Y,  +  Y.  +  etc., 
r  =  Zo+Z,H-X.4^etc.; 

si  Ton  y ,  substitue  fjîf  etût^  k  la.  place  de  /b6  et  «,  et 
qu'on  nraltiplie  par  P^  ces:  deusp  séries,  on  aura  g^ 
néralement  .      ^ 


a£-+a 


d'où  il  suit  que  les -deux  dév^loppemens  préçédens 
sont  identiques. 

On  peut  conclure  généraïettiênt  3é  Téquartîon  (m) 
que  lorsque  le  développement  dé/ eii  sérié  de  cette 
forme  Yo+.Y,  +  Y^+ etc.^,  sçra  connu,  on  aura, 
immédiatement  et  sans  intégration ,  les  quantités  Uo^ 

U„U„  etc.,  n^  19,  ef  les  valeurs  de  Vet  de  -^  ^  de- 

•  •    • 

viendront,  pour  l^s  points  ^Xtprieur^, 


•  f"^ 


Qm  awft.d|ê,^êTO^>  fpour  \ù^  poîa^jntérjeur^^ 
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V=:W-îf^+4.a--.(T.4-^.T.+^,Y....+-^-^,T,+.etc.) 

ar        3  \3a         5a*  (2*+i)c  / 


ip) 


Quand  le  point  est  situé  à  la  surface  du  sphéroïde, 
ces  deux  dernières  formules  doivent  être  identiques 
avec  les  premières  ;  et  en  efFet ,  ci  l'on  y  suppose 
r=fl(i -l-a;^),  et  qu'on  observe  que  Ton  a^  par 
hypothèse, 

jr=TY.+Y.+Y....+Y,  +  etc., 

on  trouvera 

équation  qui  doit  exister,  comme  noqs  Favous  do- 
montre  ,  pour  tous  les  poipts  de  la  surface. 

Les  formules  {n)',  (p)  sont  dues  à  Laplace  j  elles 
offrent ,  sous  une  forme  très  simple ,  les  expressions 
les  plus  générales  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
dîfférens-  de  la  sphère.  On  peut  les  simplifier  encore 
par  les  considérations  suivantes. 

Soit  M  la  masse  du  sphéroïde  que  nous  suppose^ 
rons  homogène  ;  on  aura 

* 

OU  bien,  en  mettant  pour  r'  sa  valeur  flf(i+a^'), 

M  ="  Ç'  -f-  a*ct  .fr'dfJL'dc^'. 
Si,  à  laplace  âe^'%  on  substitue  son  développement 
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Y'o+  Y\+  etc.  dans  cette  expression,  en  remarquant 
qu'on  a  généralement  par  le  u*  it  f\\dfA!dcù*=ù^ 
i  étant  différent  de  zéro,  et  que  {l'on  a  ,  par  ce  'qui 
précède ,  fX\dfji!dcù'  =  4'^Yo ,  on  trouvera 

En  prenant  donc,  pour  la  valeur  de  a,  le  rayon  de 
la  sphère  égale  en  solidité  au  sphéroïde ,  on  aura 
\.  =0 ,  et  le  terme  \q,  disparaîtra  de  la  valeur  dej, 
ainsi  que  cent,  qui  en  dépendent .  dans  les  formules 
{n)  et  (/?). 

On  a  généralement 

Y,  =  ^-i.  ffVi/dfi'dm'. 

Si  Ton  suppose  iz=ii  dans  cette  équation,  et  quon 
substitue  à  la  place  ào y  son  développement,  oq 
aura 

Y.  =  ^  ,/fF,V,dfii.'dc»\ 

ê  i 

D'après  la  valeur  générale  de  P| ,  il  est  aisé  de  Toir 
qu'on  aura,  dans  le  cas  de  <=:  i , 

t  i  » 

I 

h,  h',  h"  étant  des  constantes.  On  aura  donc 

Y. = g  ./fyt*'dt.'df.'  -^^rry  /J^v^.  «n  .w^.' 
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Si  l'on  désigne  par  i^l'im  c^.éi^çiÇDS^.de  l'excès 
du  sphéroïde  sur  la  sphère  ^  on  aura 

on  peut  donc  écrire  ainsi  la' valeur  d'é  Y,,' ,        '   ■'  ' 

H,  H',  I|''  étant  trpi^  qùa^Utjés  coni^^tes.  ^  .-  ::. 

Si  l'on  désigne  par  ^!,  7^,  s' les  trois  coordonnées 
rectangulaires  d6|  la  molécule  d^^^^  on  aura ,  aux  quan** 
tités  près  de  Tordre  a , 

•  •  *      \ 

Si,  dèpltiiyôn  istfppose  l'brigîiie  ddsïbordctoné^^ttki 
centre  dé  gravité  dii  sjphë^bïde ,  ôi$  a    ''         t .  :  /  20  b 

Oa  atoa^  donc ,  dans  bè  ♦  cas ,  Y[  'àhtiy.^ht  tekiie^  i  dé- 
pendant de  Y|  disparaîtra  par  conséquent  AâM^Je 
développement  dejr^et  dansJUis^formules  (n)  et  (p), 
en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre 
de  gi:àyit^  (Iu,,$pl}fir9ï4e.  Ce , .rés.^^t^t  4>jnqi;r8^.Be:^t 
aisén?fBnt,setpn4rep,io^îe  espèce  de.spWmdes,,.:. ^j. 
:22.  Concevons  maintenant  le  point  aitiré  situç.c^ftiis 
rintériepiî  4'pie.çpjiîç^e:à  ?^^'S  PÇftprès.sphçpf^^^ 
plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre ,  et  sup- 
posons que  le  ra}^^n^^e  U  surface  iiUérieure  soit 

*     ■  ■    ^ 

et  quele  rayon  delà  sm-face 'extérieure  soit  delà  forme 
Tome  !!•  aS 
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'     a*  4-  à'* .  (V'.  +  Y',  -f-  Y',  H-  etc.). 

Si  l'on  désigne  par  A  V  Tattraction  de  la  couche ,  il 
est  clair  qu'on  aura  la  Takùr  de  AV,  en  retran- 
chant la  vakuF  de  y  relative  au  premier  sphéroïde; 
de  la  râleur  de  Y  relative  au  second  ;  on  trouvera 
ainsi 

Si  Ton  veut  que  le  point  placé  dans  l'intérieur  de 
la  couche  soît  également  attiré  de  toutes  parts,  il 
ifiiut  que  AV  ^  réduise  à  une  fonction  indq^eadante 
des  variables  r,,  6  et  ofy  puisque  les  différeaces  par- 
tielles de  AV,  prises  par  rapport  à  ces  quantités,  ex- 
priment les  attractions  de  là  couche  sur  le  point 
attiré.  Cett^.  condition  doaw  y\^,o,  et,  géaéra- 


éc^uatidn  qtfi  détermine  le  rayon  de  la  tarfâée  ex- 
térieure lorsque  celui  de  là  surface  intérieure  est 

'^dôniié. 

'  •  âî  la  surface  intérieure  est  ellî^Ôque,  on  à 


) 


Y,  =;'0,    Y4  =ç  o ,  etc«. 


et  par  cousé^eitt ,"''  ~ ,  ^  -     '   .    i 

.    ..Y,'^=o,    Y'^^o;. 
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les  rayons  des  sur&oes  intérieure  et  extérieure  de 
la  couche  sont  donc 

«(i4-«Y.),    a'(i+*Y.); 

d'où  l'on  Toit  que  ces  surfaces  appartiennent  à  deux 
ellipsoïdes  semblables  et  semblsdblement  placés  y  ce 
qni  s'accorde  avec  le  résultat  trouvé  n*"  8. 

Supposons  le  rayon  de  la  surface  intérieure  de  la 
forme  a{\  +ay),  et  le  rayon  de  la  surface  extérieure 
de  la  forme  a(i-^etjr'+<Lz),  z  étant  une  fonction  défi 
et  de  câ  qu'on  pourta  développer  en  une  série  de 
cette  forme, 

z  5=  Z«  H-  Z,  4-  Z.  +  etc. 

On  aura,  par  les  formules  (n)  et  (p),  relativement 
aux  points  intérieurs  et  extérieurs , 

^V=^-.(Z.H-3-^^.Z.  +  ^.Z.-ï-etc.), 
AT  =  49ra«« .  (Z.  -f-  ^.  2,  +  ^. Z,  +  etc.  ). 

En  différenciant,  on  aura  pour  les  attractions  qu'exerce 
la  coucbe  sûr  lès  points  extâieurs  et  intérieurs,  sui- 
vant le  rayon  r, 

d? r^-V3fl     '^So-'^-^^^^V- 
Si  Fou  suppose  donc  le  point  à  la  surface ,   qu'on 
fasse  tzziza  dans  ces  formule^  et  qu'on  les  compare 

25.  • 
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ensuite  y  on  aura 

d.ù:y    d.ùY 


dr  dr 


I^TtacL .  (Zo-f-Z.H-Z  -|-etc.) =4^aiz. 


D*où  Ton  voit  que  si  deux  points  sont  situés  sur 
le  même  rayon,  Tunà  la  surface  extérieure ,  laulre 
à  la  surface  intérieure  du  sphéroïde,  la  différence 
de  Faction  de  la  couche,  sur  les  deux  points  sera 
proportionnelle  à  son  épaisseur ,  et  la  même  que  si 
la  couche  était  &phérique. 

25.  Considérons  présentement  un  sphéroïde  hétéro- 
gène peu  différent  de  la  sphère,  et  composé  de  couches 
homogènes  dont  la  figure  et  la  densité  varient  sui- 
vant une  loi  quelconque.  Soit  a{\  +3tj')  le  rayon 
d'une  de  ces  couches  ;  si  l'on  développe^  en  série 
Vo  +  Y,  +  Y.  4-  etc. ,  les  quantités  Yp ,  Y, ,  Y^,  etc., 
seront  des  fonctions  de  a  variables  d'une  couche  à 
une  autre  ;.  et  en  différenciant  par  rapport  à  a  la  pre- 
mière des  équations  (/n) ,  on  aura  pour  la  valeur  de 
V  relative  à  là  couche  dont  l'épaisseur  ^^Vda^ot.iaj^ 
et  dont  nous  représenterons  par  /  la  densité  , 

Si  l'on  regarde  ^  dans  cette  différentielle ,  f  comme 
une  fonction  de  û,  et  qu'on  intègre  relativement  à 
cette  variable,  on  aura  pour  la  valeur  de  V  qui  se 
rapporte  au  sphéroïde  entier. 
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Les  intégrales  devront  être  étendues  depuis  az=zo 
jusqu'à  a^=ia\  en  nommant  d  \^  valeur  de  a  cor- 
respondante à  la  surface. 

Pour  avoir  l'attraction  du  sphéroïde*  hétérogène 
sur  un  point  intérieur  faisant  partie  de  la  couche 
dont  le  rayon  est  a  (i  +ûy')  >  on  emploiera  la  pre- 
mière des  formules  (/t)  depuis  a=:o  jusqu'à  la  valeur 
de  a  répondant  à  cette  couche  »  et  la  première  des 
formules  {p)^  depuis  cette  valeur  de  a  jusqu'à  a  =  a\ 
cette  dernière  valeur  se  rapportant  à  la  surface.  Si , 
après  avoir  différencié  ces  équations  par  rapport  à  « , 
on  les  multiplie  ensuite  par  /,  et  qu'on  intègre  leur 
sommé,  on  aura  / 

+2«-./{.<Ai'-f  4»».y(.ti/aT.4- j-Y,+  ^.Y,  +  etcA 

Cette  valeur  représente  l'attraction  du  sphéroïde  hé- 
térogène sur  les  points  intérieurs»  Les  deux  premières 
intégrales  devront  être  prises  depuis  û=o  jusqu'à 
a:=:a,  et  les  deux  dernières  depuis  ix=:  a  jusqu'à 
A=  a\  Il  faudra  en  outre ,  après  les  intégrations , 
substituer  a  au  lieu  de  r,  daus  Ibs^  termes  multipliés 

para,  et    ***  ^^  au  lieu  de  -,  dans  les  termes  qui  satit 

indépendans  de  a.  .   ^ 

24.  Il  nous  reste  à  montrer,  cûmmp;iît  on  peut  par- 
venir à  développer  |a  fonction. 7-.:;:;;:;:^.(jW,.û>).,, dans 
«ae  série  de  la  forme,,Y^  +Y,4-,-X^.+  €tCv>  les  q);iaa<» 
tités  Yo,  Y,,  Y,,  €tc.,  étant  déterminées. paiT)^:cAipi^i 7 
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fion  4e  satisfaire  k  Tëquation 

Si  Toa  désigne  par  K^  le  coefficient  de  cosn^  dans 
la  valeur  de  Yj^  on  aura 

et  la  valeur  la  plus  générale  de  K.  qui  satinera  à 
cette  équatiop,  sera  l'expression  de  P|  du  a*  171  en 
la  multipliant  par  une  constante  arbitraire;  ç'est- 
â-dire  qu'on  aura 

K.=A.(.-,-,:.[^— e^^-y-- +*} 

On  aura  donc^  pour  la  partie  de  Yj  dépendante 
de  l'angle  na>, 


iA«  et  B„  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  fait  successivement  mseOf  usai,  /i3=a»..it=^ 
<dans  cette  expression^  et  qu^on  ajoute  entre  elles 
iQutes  le$  fonctions  qui  en  résulteront^  leur  somme 
sera  l'expression  de  Yi,  qui  renfermera^  comme  ou 
voit,  ai+i  arbitraires,  Bo,  A,,  B,,  etc.  Si  l'on 
suppose  ensuite  ï=p,  /===i,  etc. ,  on  aura  les 
valeurs  des  fonctions  Y^»,  Y,,  etc.,  et  leur  somme 
Yo  -4-  Y, + Y,  •  ^  • .  +  Y,  renfermera  (^ + 1)'  cons- 
tante^ indéterminées. 


m 
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Soft  maintenant  S  iine  fonction  îftômiée^'  ration^ 
nelle  et  entière,  dés  trois  cowdonnëes  rectangulaires 
^fff  ^f  ^^'J'  s^agîir  de  t!*éve?ldpper  en  série  de  la 
forme  Y^^-^iH-Y.M-otcu  Voici  le  moyen  qu'db 
emploiera  |K>âi*  y  parvenir.  Si  roii  'transforme  les 
varialileâ  jc^^  y,  jq  e^itrois  autrd^  p,  /a,  o» >  détail 
minées  eoqf|me*4Aidb  k^  u^  4 ^  *^^  ^^<^ 


^7r^T1A%  jK'»=^mVir^A^,icoa*>,..«»Rr,  V^.ir-i'/kbf.^siii.^ii^ 


en  substifuànt  ces  taleîirs  dans  S  \  ,  cette  quantité 
deviendra   fonction   rationnelle  é't   entière   de  /u , 

VI  —  At*.cos^  et  Vi — uL^svneiù,  et  Ion  pourrai^ 
développer  en  fonction  des  sinus  et  de4  CQsinus  de 
1  angle  €ù  et  de  ses  multiples.  Si  Ton  supp!bse  donc  que 
S  soit  la  fonction  la  plus  générale  de  Tordre  s^  sin  nm 
etcosno),  dans  ce  développement,  seront  multipliés 
par  des  fonctions  de  la  forme 

(i— /A»/ .  {^|J^•  H-  Byx*-""*  +  CiaT^  +  etc.)  ; 

d'où  l'on  voit  que  la^  partie  de  S  dépendante  de  Tar- 
gument  tk»  renfermera  2(5— ;i-f- 1)  arbitraires.  La 
partie  de  S  qui  dépend  de  l'angle  e»  et  de  ses  mul- 
tiples, renfermera  donc  j(5-}-i)  indéterminées;  la 
partie  indépendante  de  Tangle  co  en  renfermera  5+1  ; 
la  fonction  S  contiendra  donc  (^+1)*  constantes  in- 
déterminées. 

La  fonction  ¥,+  Y,  +  Y, . .  .+Y,  renferme  pareil- 
lement (5  +  1)*  arbitraires;  il  sera  donc  toujours 
possible  de  transformer  S  dans  une  fonction  de  cette 
forme. 


Four  cela^  op  p^a4r?^  L'expression  la  plus  géoe- 
raie  de  Y^,  on  la  ^tr9nc]^^T^.4ç  S^.et  Yqa  déter- 
minera les  arbitraires,  de  n^anîère  que  les  puissances 

et  les  produits  àéfietàe  V^i.—^ft*  *  de  Tordre  s  dispa- 
raissent de  la. différence.  Sr-rY,^  qui  deviendra  ainsi 
une  foqctiqn  de  IVnrdre  ^— ni^  que  Ton,  désignera 
par  S^  On  prendra  Texpressioâ  cU*  plm  générale  de 
Y(,_,)  et  on  la  retranchera  de  S';  on  déterminera  les 
arbitraires  de  manière  que  les  'pnîssânMs  0t  lé^  pro- 
duits de  ft  et  de . Virr-ft'  de  Tordre  s  —  i  dispa- 
raissent de  la  différence  S'--r  Y(,^,)f  et  ainsi  de  suite. 
On  déterminera  successivement  de  cette  manière 
es  fonctions  Y,,  Y(,_,%,  Y^,  .%,  etc.,  dont  la  somme 
représente  S.  t.    .      .  .  . 

t 
r  ,  *  '  '  . 

- .  •  <     f     t   J    *"*  •     •   ' 
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CHAPITRE    lY. 


/ 


De  la  figure  dune  masse  fluide  homogène  en  équi- 
libre ,  et  douée  dun  mouvement  de  rotation. 


25.  Aprèâ  avoir  développe  ^  dans  leis  chapitres  qui 
précèdent,  les  formules. générales  des  attractions  des 
sphéroïdes,  nous  allons  les  faire  servir  à  la  déter- 
mination de  la  figure  dune  masse  fluide  tournant 
autour  d'un  axe  fixe,  et  sollicitée  par  les  attraction^ 
de  toutes  ses  parties'  et  par  la  force  centrifuge  due 
au  mouvement  de  rotation.  Nous  supposerons  d'abord 
le  fluide  homogène  :  celte  question  est  alors  suscep- 
tible d'une  solution  rigoureuse. 

Soient  a^  b^  c  les  trois  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  surfece  du  fluide,  P»  Q,  R  les  forces 
accélératrices  qui  agissent  sur  ce  point ,  décomposées 
parallèlement  aux  axes  des  coordonnées;  prenons 
pour  axe  des  x  l'axe  rtiême  de  rotation  ;  désignons 
par  n  la  vitesse  angulaire  commune  à  tous  les  points 
de  la  masse,  et  par  rtsz  i/ô^-f-c'-  là  distance  a  l'axe  de 
rotation  du  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  b,  c. 
La  vitesse  absolue  dé  ce  point  sera  m,  et  m^  sera  la 
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force  centrifuge  qui  l'anime  :  on  aura  donc,  n"  Sg, 

livre  I",  pour  l'équation  de  l'éqaiUbre, 

Pcîï  +  Qf/A + IWc  —  n'rtir  ==  o , 

et  cette  équation  représentera  aussi  celle  de  la  surface 
extérieure  du  fluide. 

Supposons  maintenant  que  les  seules  forces  accé- 
lératrices qui  agissent  sur  lui  soient  les  attractions 
mutuelles  de  ses  élémens  ;  on  aura 

V  désignant  la  même  fonction  que  dans  le  n"  i . 
L'équatioo  de  l'équilibre  deviendra  donc 

(■) 

La  valeur  de  V  dépend  de  la  nature  du  fluide  et  de 
I4  disposition  de  ses  élémens.  On  ne  peut  donc  pas 
déterminer  à  priori  la  su^açç  4^  r^1o>l>l>i^  &u  moj'ea 
4e  l'équation  précédente;  ïpais^  cette  équation  ser- 
vira à  indiquer,  parmi  Iqs  hypothèses  arl)itraires 
ifue  l'on  peut  faire  sur  la,  figure  de  la,  masse  fluide, 
f:eUes  qui  satisfont  aux  conditions  dç  l'équilibre. 

Considérons  d'abord  une  niasse  fluide  homogène  à 
laquelle  nous  supposerons  la  figure  d'un  ellipsoïde 
iiont  1*4X6  d0f>  ff  est  l'axe  inérae  de  rotatiop; 
plaçons  l'origine  des  coordonnée^  au  centre  de  U 
-masse;  l'équation  de  la  surface  »era  alor,^ 
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Dans  les  ellipsoïdes  homogènes,  on  a,  n*  9, 

dV  d\         fl.  dV 

ft,  €,  y  désignant  des  quantités  indépendantes  des 
trois  coordonnées  a,  b,  c.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  lequation  ( i ) ,  et  en  observant  que  la  valeur 
de  r  donne  rdr  z=z  bdb -^  cdc ,  on  aura 

et.ada'^  (C  —  n*).bdb  -(-  (^  —  n'^ .  cdc  =  o. 
L*équation  de  Fellipsoïde  ^  en  la  différenciant ,  donne 

ada  ^^  bdb  ^^  cdc   _^_ 

Pour  que  ces  deux  équations  coïncident,  il  faut 
qu'on  ait 

d'où  Ton  tire 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  indé- 
pendant du  troisième  axe  h  de  lellipsoïde;  il  faut 
donc  que  le  premier  le  soit  pareillement.  Or,  si  l'on 
remplace  ^  et  ^  par  leurs  valeurs  données  n^  i  o  ; 
on  verra  que,  pour  satisfaire  à  cette  condition,  il 
i^ut  nécessairement  supposer  A'=//  ;'  alors  Tellipsoïde 
est  de  révolution  autour  de  Taxe  des  ^r  ;  on  a  par 
conséquent  €=yf  et  les  équations  (a)  se  réduisent 
a  la  suivante  : 
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(*) 


Si  h  est  le  plus  petit  des  trois  axes,  Fellipsoîde  est 
aplati  ;  dans  le  cas  contraire,  il  est  allongé  vers  les 
pôles.  Supposons  d  abord  le  sphéroïde    aplati ,  et 

faisons  comme  dans  le  n*  9,  — r; —  a=X',  d'où  Ion 

tire  —  =  I  +  A*  ;  on  a  d'ailleurs ,  en  désignant  par 

M  la  masse  de  Tellipsoïde ,  et  nommant  f  la  densité, 
M.=  %  itfhH'^ ,  ou  bien  M  =  f  tt/»  .  (t  +A').A*.  Les 
formules  du  n*  10  donneront  donc  ainsi 


flt  =  4^f-  — r"-(^ — arc.  tangX), 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  {li)^t\ 
que ,  pour  abréger,  on  fasse  j — ==  y,  on  en  tire 

arc.  tang  A  =  ^±|g-.       (2) 

Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  A,  don- 
nera le  ;*apport  des  deux  axes,  de  l'ellipsoïde.  Si  la 
valeur  de  cette  quantité  est  réelle  »  il  y  aura  tou- 
jours, pour  une  valeur  de  n  donnée,  une  figure 
elliptique  qui  répondra  à  l'état  d  équilibre;  si  elle 
est  imaginaire ,  l'équilibre  de  la  masse  fluide  ne 
pourra  point  exister  avec  une  pareille  figure.  Enfin, 
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s'il  y^  a  plusieurs  valeurs  de  X  qui  conviennent  a 
rëquatîon  (2) ,  il  y  aura  aussi  plusieurs  figures 
d  équilibre  correspondantes  à  un  même  mouvement 
de  rotation. 

26. 11  convient  donc  de  discuter  avec  soin  Téquallon 
(2),  et  comme  elle  est  transcendante,  il  faut  pour 
cela  recourir  aux  considérations  géométriques,  qui 
sont  très  utiles  dans  ces  sortes  d'occasions.  Faisons 
donc 

et  regardons  (p  comme  l'ordonnée  d'une  courbe  dont 
X  représente  rabscîsse.  On  voit  d'abord  que  si  l'on 
change  le  signe  de  A,  l'ordonnée  (p  conserve,  au 
signe  près,  la  même  valeur  :  d'où  il  suit  que  la  courbe 
que  représente  Téquatîon  (3)  est  semblable  du  côté 
des  abscisses  positives  et  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives ;  ses  deux  branches  couperont  donc  l'axe  des 

abscisses  a  des  distances  égales  de  l'origine ,  et  don- 
neront les  mêmes  figures  de  l'équilibre.  Il  su(£ra  par 
conséquent  de  considérer  la  partie  qui  répond  aux 
abscisses  positives.  Cela  posé,  si  l'on  fait  croître  A 
depuis  A  =  o  jusqu'à  A  =  00 ,  l'ordonnée  <p  commence 
et  finit  .par  être  positive;  d'où  il  suit  qu'entre  ces 
deux  limites  la  courbe  coupe  un  taombre  de  fois  pair 
l'axe  des  abscisses ,  et  que  par  conséquent  il  y  a  tou- 
jours au  moins  deiix  valeurs  de  A  qui  satisfont  à 
l  équilibre. 

En  différenciant  l'équation  (3),  on  trouve 
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(£p 6a*.[(7A<  +  (ioj'~6)a*  +  gq] 

dK  —  (i+A*)  (9+3V)«  » 

et  la  supposition  de  <£p  =  o  donne 

I 

qX*  +(107  — 6)  A»  4-9^  =  0; 
d'où  ToQ  tire 


(4) 


3 
9 


\/6-5)--9-        (5) 


Ce  sont  les  valeurs  de  X*  qui  correspondent  aux 
valeur^  maxima  et  minima  de  l'ordonnée  ^*  Comme 
ces  valeurs  ne  sont  qu'au  nombre  de  deux^  il  est  clair 
que  (p  n'a  qu'un  maximum  et  un  minimum  du  côté 
des  abscisses  positives ,  ce  qui  exige  que  la  courbe 
ne  coupe  l'axe  des  abscisses  qu'en  trois  points^  enjr 
comprenant  l'origine.  Il  n'y  a  donc  que  deux  valeurs 
de  A*  qui  répondent  à  l'équilibre. 

L'équation  (5)  détermine  aussi  une  limite  des  va- 
leurs de  ^ ,  au-delà  de  laquelle  l'équilibre  n'est  plus 
possible  avec  une  figure  elliptique.  En  effet,  si  Ton 
suppose 

-—5  =  5, 

il  est  clair  qu'en  donnant  à  ç  une  valeur  plus  grande 
que  celle  qui  est  déterminée  par  cette  équation,  la 
valeur  de  A*  qui  en  résultera  sera  imaginaire  ;  les 
ordonnées  ç  ne  seront  donc  susceptibles  ni  de  maxh 
mum  ni  de  minimum ,  et  la  courbe  ne  coupera  jamais 
Taxe  des  abscisses.  L'équation  précédente  donne 
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^  =  o .  5750 ,     d'où  Ton  tire     A  =  i .  732a  ; 

maïs  on  peut  assigner  à  ces  deux  quantités  des  limites 
plus  approchées. 

Pour  cela,  j'observe  qu'il  peut  arriver  que  la  courbe 
soit  simplement  tangente  à  l'axe  des  abscisses  sans  le 
tonchçr  ;  on  a  alors  à  la  fois  ^  =  o  et  ^  =  o. 

La  premièi^  de  ces  équations  donne. 


6a* 


t\  » 


et  cette    valeur ,    substituée  dans  l'équation  (  3  )  ^ 
donne 


•^ 7A^  +  3oA^+a7A  7A^+gA 

'''^•^°S^~'(i+^*)(3+A*)(9+A*)=(i+A-)(9-h^ 


Cette  dernière  équation ,  en  la  résolvant  par  ap* 
proximation,  doiine 

A  =  2 .5292  y     d'où  l'on  tire     y  =  o  •  SSyo  i , 

le  rapport  de  l'axe  de  l'équateur  à  l'axe  des  pôles 
étant  exprimé  par  la  quantité  ^/Î^I^J?,  il  est,  dans  ce 
cas,  égal  à  2.7197. 

«  •     '^ 

Nous  avons  supposé  généralement  q^=^x —  ;  soit  T 

le  nombre  de  secondes  que  Tellipsoïde  emploie  à  &ire 

une  révolution  autour  de  son  axe ,  -777  sera  la  vitesse 

dont  est  animée  la  molécule  située  à  Tunité  de  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation ,  et  la  force  ceptrifuge  de 

cette  molécule  sera  ^  ;  on  aura  donc 


/ 
I 


\ 
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"T- 

Il  suit  de  là  que,  pour  les  masses  de  même  densité^ 
les  quantités  q  sont  prôpçrtîohnelles  à  la  force  cen- 
trifuge  correspondante  au  mouvement  de  rotation, 
ou  en  raison  inverse  du  carré  dii  temps  de'  la  rota- 
tion. La  valeuh  de  q  par*  rapport  à  la  Terre  est  de 
0,005449^7  f  et  la  durée  de  la  rotation  de  cette 
planète  de  0^,99727  ;  d'où  Ton  peut  conclure  que  pour 
une  masse  fluide  de  même  densité  que  la  Terre, 
la  durée  de  la  rotation ,  correspondante  à  la  limite 
0,55701  de  qj  serait  de  o^^jooqo.  La  masse  fluide 
ne  pourra  donc' pas  être  en  çqpilibre  àveC  une  figure 
elliptique ,  si  le  temps  de  sa  rotation  est  moindre  qne 
o',  1 009CJ  ;.  et  s'il  surpasse  cette  limite ,  il  y  arlt*a  tou- 
jours deux  figures  elliptiques ,  âyai&r  non  davantage, 
qui  satisferont  aux  conditions  d'équilibre. 

27.  Nous  avons  supposé  jusqu^icî  1  ellipsoïde  aplati 
aux  pôles  ;^  voyons ,maintçnant  si  l'équilibre  pourrait 
exister  avec  une  figure  el|iptic[ue  allongée  V^ei'S  ks 
pôles.  Il  faut,  dans  ce  cas,  faire  A*  négatif  ;  soit  donc 
A*  =  —  X'',  la  quantité  A'*  étant  supposée  positive 
et    plus  petite   que   l'unité,    parce  que    sans  cela 

sJuJ^X''  devenaint  imaginaire,  FeUipsoîde  se  cban- 
gérait  en  un  hyperbqloïdç.  Si  à  la  place  de  A  ou 

substitue  sa  valeur  ±  A'  V"—  î  dans  l'équation  (4]> 
on  trouve 
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et  pour  que  Tordonnëe-  ç  soit  ub  maximum,  il  fau- 
dra supposer 

(i  —A'»)  (9  —  A'*)7  +  6X'»  =  o. 

f 

Or ,  il  est  évident  que  tous  les  termes  de  cette  équa- 
tion étant  positifs  lorsquron  donne  à  A'*  une  valeur 
comprise  entre  X'*  =  o  et  A'*  =  i ,  cette  équation 
est  alors  impossible  :  la  courbe  ne  coupe>doBC  jamais 
Taxe  des  abscisses  entre  ces  limites;  il  n'y  a  donc  pas 
d  équilibre  possible  avec  une  figure  elliptique  allon- 
gée vers  les  pôles. 

28.  Considérons  maintenaiït  les  Variations  de  la  pe- 
santeur à  la  .surface  de  Tellipsoïde.  La  pe^an^tçpr  e4t,l<a 
résultante  de  toutes  les  farces  qui, agissent  spr.jun 
point  matériel  placé  à  cette  surfacf^vSpit /?  cett^  ré- 
sultante; en  désignant  comme  précédeipament  par /xa , 
bC ,  cy  les  attractions  de  l'ellipsoïde^  par. /^  sa  vitesse 
de  rot^ljion  9  on  aura.  . 


('. 


f.f 


Urésulte  dafaord  de  cette  équation ,  que  k  pesan- 
teur aVtx  difFérens  pointe)  d'un  rayons  du:s|xbéEOÏde 
est  proportionnelle  à  leurs  distances  du  centre;  en 
sorte  que  si  Ton  connaît  la  pesanteur  à  la^»,  surface , 
on  aura  immédiatement  celle  qui  s'exerce  dans  l'in- 
térieur de  l'ellipsoïde. 

Considérons  en  particulier  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion :  on  a ,  dans  ce  cas  ^ 

p  =  %/«•«-•  +  (**  +  O  (^  —  ri'^T  y 
Tome  IL  26 
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d'où ,  en  Tertu  de  réqaatjon  {b) ,  on  tire 


z=.(t\J  a 


•  +  (6«  +  «-).;S. 


On  a  d'ailleurs,  par  l'ëquation  de  l'ellipsoïde , 


par  conséqiieQt , 


«  -      * 


A 


p^  ^  y/a\h!>  —  h")  +  À*. 

A  réqualçur ,  On  a  a  sas  o ,  «t  par  suite  p=>  -p  ;  aux 

■pôles  y  on  a  i>  ::=::  ^  et  ;k?  sîr  ctA  j  la  pesanfenr  à  Téqua- . 
teur  est  donc  a  la  pesanietfr  aux  pôles,  comme  le 
diamètre  de  Vëqùàteur  est  à  l'axe  des  pôles, 

2*9.  Déterminons  la  relation  tjui  existe  en  général  a  la 
surface  de  rellîpsàtde  entre  la  pesanteur  ef  fat  latitude. 
Si  l'on  nomme  t  la  normale  à 'l'ellipsoïde  prolongée 
jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  de  rér^olution^  et  qu'on 
prenne  pour  plan  des  Xy  y,  le  méridien  passant  par 
le  point  de  l'qllipsoïde  <|iiè  l'on  considère,  on  aura, 
eà  nommant  a  €t  ^  les  ûoo^fckmiiéet  de  co  point v 


VI 


.    ..  «:-=*.»/ 1  4-^  =  J. y à\(i^"-^-)-t-^^. 
On  aura  donc 

d'où  il  suit  qufîîa  pesanteur. est  proportionnelles  la 
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normale  de  Fellipsoïde  prolongée  jusqu'à  Taxe  de 
révolution.  - 

Nommons  •>).  le  complément  de  Fangle  compris 
entre  la  normale  et  l'axe  de  révolufiôtt;  -^  sera  la 
latitude  dû  point  de  Uellipsoïde  que  Ton  considèi^é; 

ou  aura  ainsi  *=;? u  Si  rott  substitue  cette  vk^ 

cos4 

leur  dans  Féquation  de  l'ellipse  ^i  et  qu'^qsuite  pp 
élimine  y  à  l'aide  de  l'équation  résultante^  a  de  la 
valear  précédenje  fttey^jLPû  Ircttûcërâ 

^'»    - 


>  .) 


on  aura  donc  .   .      ,  - 

,  '  -.  -  î  ;  .    ^  .     ^^OûL      '  -         r   V. — . 

T  'riT    '    •  •/      '  .    r.     «    «  ,    •    -  I    »  * 

i 

Si  dans  cette  équ^tioçion  substitue  pour  a  sa  valeur, 

et  1  -fi  A*  à  la  place  dé  — r; —  ,  orî  trouvera 

•  «  j  '.  •  .  .  ■ 

"      ■•  4!*j.ft.(i+X*);(i— arc'.tHnaX)• 

.  Qi^auva^  a^  ai»oy eut  dêicMte^àjuation^  Ik  ^pesan- 
teur coirespondaute  à  une  latitude  idarniée^f  fil  tîHe 
s'agit  plus,  pour  en  faire  usage,  que  de  détemiiicr 
les  constantes  qu'elle  renferme. 

Ei\'tioxnÀlaht  Tiè  nom£lre  desécônoes  qœ^  l'ellip- 
soïde emploie  à  faire  une  révolution  autour  de  son 

^^e,  :u9usxiyan9  trouve,.  n?;ïi6^i^stt.4^  ;j  owi  tîrtrdéiilà 

26.. 
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.  13» 


»       •  ♦  -  *  - 

Soit  c  la  loôgaenr  d'un  degré  du  méridien  y  me- 
.snré  à  la  latitude  ^{/;  le  rayon  osculafenr  de  œ  méri- 
dien est,  par  la'natnré  de  l'ellipse,   ■    '  ■       ' — 7.  Ou 

anra  par  conséquent  .  ^ 

(l+A»COS*4')* 

et  cette  équation ,  combinée  avec  la  précédente ,  dos- 
nera 

-4?i^^L±^=:i8o».C.(l  +  X«COS«4).^. 

« 

La  valeur  de  p  deviendra  ainsi 

équation  qui  ne  renferme  plus  que  q  d'inconnn.  Si  ' 
Von  nomme  /  la  longueur  du  pendule  simple  qui  fait  , 
ses  oscillations  dans  une  seconde  de  temps ,  on  aura, 
n^  17,  Jivre  P%  ;?=7r'/.  En  substituant  pour  p  cetie  | 
valeur>  l'équation  précédente^  donnera ,  pour  déter- 
miner q  f 


9 


2160 .  c .  (i  4-  A*  cos*4)».(A'~ arc.' .taog ^) 


«  ^  TtX 


Cette  équation ,  combinée  avec  l'équation  (5)  du 
n^  2t6^  fera  connaître  la  valeur  de  q,  et  celle  de 
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A  y  au  moyen  de  la  longueur  du  peii4ule  à. secondes 
et  de  la  grandeur  du  degrë^  observées  l'une  et  l'autre 
à  la  latitude  4  * 

Supposons  %!/  =  4^"*  et  q  une  très  petite  quantité  ^ 
comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre;  ces  équations  don^ 
neront^  en  les  développant  > 

A*  =B  -  .  « -+■  2^  .  7*+ etc. 

On  a  trouvé ,  par  la  mesure  de  lare  du  méridi^d 
terrestre  y  et  par  l'observation  du  peiidule  qui  bat  les 
secondes  sous  le  parallèle  de  4^®^ 

Oa  a  de  plus  T  =  86164'  ;  on  conclura  de  là 
^  =  0.0034496;       A"=  0.0086877. 


Cette  dernière  valeur  donne  V  i  +AV=si  •  004^344  î 
c  est  le  rapport  de  Taxe  de  Téquateur  à  celui  du  pôle  ; 
ces  deux  axes  sont  à  très  peu  près  entre  eux  comme 
2Si^7  est  à  23o^7y  et  les  pesanteurs  à  Téquateur  et 
aux  pôles  sont  y  comme  on  l'a  vu  n*  28^  dans  le  même 
lapport* 

On  peut  encore  déterminer  le  demi  grand  axe  h 
du  pôle  au  moyen  de  l'équation  (6).  En  effet ,  en 
faisant  4=  4^**^  ^^  ^^  *^re 

;,_i8o».o.(trHA«p  _  180». c     ,         •A._ptrV.    = 
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d'où  il  résulte,  en  récioisant  cette  fdfmule  en  noml^res, 

A  z=  65èa534-". 

Il  est  à  remarquer  que  la  limite  que  nous  arrons 
trouvée  pour  q^  v?  2£i,  n'est  pas,  comsne  an  aurait 
pu'  l'imaginer ,  celle  où  le  'fluide  conuttencearait  à 
se  dissiper  en  vertu  d'un  mouvement  de  rotation 
trop  rapide.  En  effet ,  ou  a  vu  ^  a*  28  ^  que  la  pe- 
santeur à  l'équateur  est  à  la  pesanteur  au  pôle  dans 
le  même  rapport  que  le-  diamètre  de  l'équateur  est  à 
Taxe  du  pôle;  rapport  qui,  dans  ce  cas,  est  celui 
de  I  à  2,7197;  d'où  il  faut  conclure  que  si,  au- 
delà  delà  limite  0,53701  de.^,  l'équilibre  ne  peut 
subsister  avec  une  figure  elliptique ,  c'est  qu'il  est  alors 
impossible  de  donner  à  la  masse  fluide  une  figure 
elliptique  tell^ ,  que  la  résultante  de  ses  attractions 
et  de  la  force  centrifuge,  soit  perpendiculaire  à  sa 
surface* 

3o.  JNous  venons  de  voir,  n^  26,  que,  pour  un  mou- 
vement de  rotation  donné,  il  sera  toujoui^  possible 
d'assigoec  jdbttx  figures  elliptiques  qui  satisferont  aux 
conditians  d'équilibre;  mais  il  n'en  faut  pas  conclure 
que  ces  deux  états  d'équilibre  correspondent  à  la 
même  foixrè  d'impulsion  primitive ,  parce  que  le  mou- 
vement de  rotation  que  prend  la  masse  fluide  dépend 
non-seulement  de  l'intensité  de  cette  force,  mais  en- 
core de  la  manière  dont  elle  loi  est  appliqué^. 

Eu  eâet,.  considércms  une  masse  fluide  agitée  pri^ 
mitivement  par  des  forces  d'impulsion  quelconques; 
et  ensuite  abandonnée  à  elle-même  et  à  l'attractiou 
mutuelle  de  toutes  ses  parties..  Par  le  centre  dé  gra- 


y 
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vite  de  la  masse  y  concevons  un  plan  qtrî  sôît  celui 
par  rapport  auquel  la  somme  des  aires  tracées  par 
chacune  des  molécules  du  fluide  multipliées  par  leurs 
masses  est  un  maximum;  ce  plan  conservera  -sans 
cesse  cette  propriété ,  et  lorsque ,  après  diverses  oscil- 
lations du  fluide ,  son  mouvement  deviendra  un  mou- 
vement uniforme  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe, 
lequateur  de  la  masse  se  confondra  avec  le  plan 
maximum  des  aires  ^  et  Taxe  de  rotation  sera  pev- 
pendiculaire  à  ce  plan  •  Soit  donc  lAdt  la  somme  des 
aires  décrites  pendant  l'instant  dt  y  à  l'époque  où  la 
masse  commence  à  s'agiter,  par  les  projections  de 
chacune  des  molécules  fluides  sur  ce  plan ,  multipliées 
par  les  niasses  de  ces  molécules;  cette  somme  reS' 
tera  constamment  la  même  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Or  si  l'on  désigne  y  comme  nous  l'a-* 
vous  fait  y  par  n,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  com- 
mune à  toutes  les  molécules  de  la  masse,  et  par 

N/A*  H-  ^  la  distance  de  la  molécule  dm  à  l'axe  de  ro- 


tation ,  l'aire  décrite  par  cet  élément ,  projetée  sur  le 
plan  de  Féquateur  et  multipliée  par  sa  masse,  au 

hout  du  temps  dty  sera  —  (i*  4"  c^)dm.  On  aura  donc 

1  mtqgraie  S  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du 
fluide. 

Or  S:{lf+  c*)dm  est  le  mohicnt  d'inertie  de  la 
ï^iasse  relative  à  l'axe  de  révolution.    Par  là  nature 

des  ellipsoïdes.,  ce  moment  est  égal  à  -~  .h\.{i  r\^ ^^y  ^ 
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On  aaradoQC 

^./i*.(i+A')»./i^H. 

D'ailleurs  y  en  désignant  par  M  la  masse  du  fluide, 
on  a 

Au  moyen  de  ces  deux  équations ,  on  trouve 


„.    ^5H.(4|-<y  (.+..)• 


Nous  avons  représenté  par  q  cette  quantité ,  dan? 
le  n®  25;  en  faisant  donc  q'=,  ? —  .o  ^    ,    on  aura 

2  =  ç'(i  +  A*;""^,  et  réquation  (2)   du  même  nu- 
méro deviendra 

On  déterminera  A  au  moyen  de  cette  équation,  et 
en  substituant  sa  valeur  dans  l'expression  de  M,  on 
en  déduira  la  valeur  de  h. 

Nommons  cp  la  fonction  que  représente  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente  ;  cette  fonction  doit 
être  égale  à  zéro ,  pour  satisfaire  aux  conditions  d  e- 
qûilibre  ;  elle  commence  par  être  positive  si  l'on 
suppose  très  pçtite  la  valeur  de  A,  et  elle  devient 
négative  lorsqu'on  suppose  A  infini.  H  y  a  donctou- 
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jours  entre  ces  deux  limites  une  valeur  de  A  qui  sa- 
tisfait à  rëquation  ^  =  0*  Par  conséquent,  quel  que. 
soit  (j[y  il  y  a  toujours  une  figure  elliptique  qui  GOn-« 
rient  à  l'équilibre  de  la  masse  fluide. 
En  différenciant  la  valeur  de  ^^  on  trouve 

3a4.  \^At  +  ,8y' -  [aV  +  18(1  +  a*PD} 

-     — 22  — ^— ^^— — »«__^.^_-«— ^— — .^— «»«^i»i^— .— «.— ^— ^.—  • 

La  valeur  de  \  qui  correspond  à  ^cso  rend  négative 
la  fonction 

m'4.  i8î'-[AY4-i8(i  H-A«p]. 

Cette  fonction  conserve  ensuite  toujours  le  même 
signe  à  mesure  qu'on  fait  croître  la  valeur  de  ^,  parce 

que  la  partie  positivé  -—  + 1 8^'  diminue  sans  cesse^ 

tandis  que  la  partie  négative  —  [A*ç'+ 18  (i  +  A*)» } 
augmente*  La  courbe  dont  ^  représente  Fordonnéa 
ne  peut  donc  couper  une  seconde  fois  l'axe  des  abs-* 
cisses,  et  par  conséquent  il  n'y  a  qu'une  seule  valeur^ 
de  A  qui  satisfasse  aux  conditions  de  Téquilibre. 

3i.  Concluçns  donc  de  ce  qui  précède:  i*.  qiiune 
fnassejluide  homogène^  douée  dun  mouvement  de  rotOr 
tionautourduri  axe  fixe,  peut  toujours  être  enéqul- 
Ubre  ai^ec  deuxjigures  elliptiques  différentes;  a*,  que 
pour  une  même  force  d'impulsion  primitive  ^  il  rCy  a 
qu'une  seule  Jigure  elliptique  qui  satisfasse  à  Véqui- 
libre. 

Le  premier  de  ces  résultats  suppose  que  la  durée 


4io  THÉORIE  ANALYTIQUE 

tie  la  rotation  de  la  masse  fluide  n'est  pas  au-dessous 
de  la  limite  que  nous  lui  avons  .assîgaée  n"*  26  ;  mais 
ffuaud  bien  même  cette  condilicoi.  ne  serait  pas  rem- 
plie à  Torigine  do  mouvement ,  il  n'en  Êiudrait  pas 
conclure  que  l'équilibre  sera  à  jamais  impossible  avec 
une  figure  elliptique.  On  conçoit ,  en  effet ,  que  la 
masse  fluide ,  après  diverses  oscillations^  peut  sjaplatir 
de  plus  en  plus  sans  cesser  d'être  continue ,  en  vertu 
de  la  ténacité  de  ses  parties.  La  durée  de  la  rotation 
augmente  ainsi  progressivement ,  et  elle  finit  par  at- 
teindre la  limite  qui  convient  à  l'équilibre.  La  masse 
fluide  prend  alors  la  figure  d'un  ellipsoïde;  et  l'on 
voit ,  en  effet ,  par  le  second  des  théorèmes  précédens, 
qui  a  toute  l'étendue  possible ,  que,  quelles  que 
soient  les  forces  primitivement  imprimées  à  ce  fluide, 
on  peut  toujours  assigner  une  figure  eUiptique  qui 
satisfasse  à  son  équilibre.  En  général,  cette  figure  est 
uqique ,  et  elle  est  déterminée  par  la  nature  des  forces 
qui  ont  produit  le  mouvement.  L'axe  de  rotation  est 
^lui  des  axes  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la 
Tirasse ,  par  rapport  auquel  la  somme  des  momens  des 
forces  primitives  du  système  était  un  maximum. 
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CHAPITRE  V; 


De  la  figure  qui  convient  à  VéquiUbre  dune  masse 
fluide  homogène  douée  dun  mouvement  de  rota- 
tion ^  et  dont  la  figure  primitive  est  supposée  très 
peu  différente  de  la  sphère. 

52,  Nous  venons  de  démontrer  que  rellîpsoïde  de 
révolution  satisfait  aux  conditions  d'équilibre  d'une 
masse  fluide  homogène  douée  d'un  mouvement  de 
rotation  autour- d'un  axe  fixe,  et  nous  avons  déve- 
loppé les  lois  que  suit  la  pesanteur  et  la  diminution 
des  degrés  du  méridien  à  la  surface  d'un  semblable 
sphéroïde.  Il  nous  reste  à  examiner  maintenant  si  la 
surface  elliptique  est  la  seule  qui  remplisse  les  con- 
ditions précédentes,  et  s'il  existe  plusieurs  figures  de 
différentes  natures  qui  conviennent  à  l'équilibre. 
Cette  question,  dans  toute  sa  généralité,  surpasse 
les  forces  de  l'Analyse;  mais  on  parvient  à  la  ré- 
soudre en  la  restreignant  et  en  supposant  la  figure 
de  la  masse  fluide^  très  peu  différente  de  la  sphère. 
Cette  hypothèse  est  d'aîlleuTl&'  fcônforme  à  la  na- 
ture, puisque  toufs  les  corps  célestes  ont,  à  très 
peu  près,  la  forme  spliérique,  et  qu^ou  peut  présu- 
n:ier  que  leurs  molécules ,  en  se  rapprochant  par  la 
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condensation ,  ont  conservé  entre  elles  la  même  dis- 
position qu'elles  avaient  à  l'état  fluide. 

Reprenons  l'équation  de  l'équilibre  d'une  masse 
fluide  homogène  trouvée,  n"*  38,  livre  P',  et  donnons- 
lui  cette  fonne 

V  4-  N  ==  const. ,  (a) 

N  représentant  généralement  l'intégrale  de  toutes 
les  forces  étrangères  aux  attractions  du  sphéroïde 
qui  agissent  sur  les  points  de  sa  surface.  Si  l'on  sup- 
pose ,  comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre ,  la  Lune , 
Jupiter  et  tous  les  corps  célestes,  Saturne  excepté, 
que  la  seule  force  étrangère  qui  agit  sur  la  masse 
fluide  est  la  force  centrifuge  provenant  du  mouve- 
ment de  rotation ,  on  aura 

a,  betc  désignant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  quelconque  de  la  surface,  et  g  la  force  cen- 
trifuge du  point  situé  h  l'unité  de  distance  de  Taxe 
de  rotation,  g  étant  d'ailleurs  une  très  petite  quantité; 
parce  que  la  supposition  que  la  masse  fluide  diôere 
peu  de  la  forme  sphérique ,  exige  que  les  forces  qui 
l'ea  écartent  soient  elles-mêmes  très  petites. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de 
gravité  de  la  masse  ;  soient  /•  le  rayon  vecteur  mené 
de  ce  centre  à  la  surface,  6  l'angle  qu'il  forme 
avec  l'axe  de  rotation ,  et  â»  l'angle  que  forme  le  plan 
qui  passe  par  le  rayon  r  et  pai;  l'axe  de  rotation 
avec  le  plan  des  oc,  jr,  on  aura 

/2  =  rcos6,    A=2:rsin  ôcoso) ,     c=r  rsinô  sin  a;. 
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La  valeur  de  N  deviendra  ainsi '^ 

N==  i  .gr^sin' e=  i  .gi^—i  .gT* . (cos»  fi — i),    ' 

et  en  la  substituant  dans  l'équatioa  d'équilibre ,  on 
aura 

V  +  igr«— i5'r».(cos'ô,— i)  =  const.  (5); 

0 

Oa  verra   bientôt  pour  quelle  toison  nous   avoiis 
donné  a  N  la  formé  prëcédenle.- 

Supposons  maintenant ,  '  conforménient  à  l'hypo- 
thèse ^  la  figure  de  la  massé  fluide  peu  <lifférentc  de 
la  sphrère;  on  aura  tlàns  ce  cas,  n*  21,;  .n 


Oa  peut  faire  disparaître  de  cette  valeur  les  termes 
en  Yo  et  Y,  en  prenant  pour  a  le  rajon  de  la 
sphère  égal  en  solidité  au  sphéroïde,  et  en  plaçant 
rorigihe  des  rayons  jt  à  son  centre*  de  gravité.  Si  l-Qn 
substitue  ensuite  cette  valeur  dans  l'équation  (M  y 
on  aura  .  .     '  - 

=  const. ,  \ 

et  tous  les  termes  de  cette  équation  jouiront  de  la 
propriété  de  satisfaire  à  l'équation  et  aux  différences 
partielles  '  '      *  .    ) 


Jh  *    «:«»  ù'    rJ^%       «■  ^ 


o. 


siiiôc^       ^  sin»  ô*  (/«»     ^         û^r*      ~    ^ 
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Cette  équation  appartient  à  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution dont  Taplàtissement  est  très  petit  et  égal  à 

^f  l'origine  des  coordonnées  :  étant  au  centre  du 

isphéroïde. 

Nous  voici  donc,  parvenu  à  démontrer  que  la 
figure  elliptique  est  la  seule  qui  convienne  à  Icqui- 
lihte  d  une  tnàsse  fluide  îiombgène ,  douée  dua 
mouvement  de  rotation,  en  supposant  la  figure  pri- 
mitive de  cette  masse  peu  différente  de  celle  de  la 
sphère*  Nous  avons  démontré,  dans  le  n*  21,  que 
l'expressiou  de^ne  peut  s^  développer  que  dune 
seule  manière ,  en  série  de  la  forme 

r 

Y.  +  Y,  +'  Y^,  etc.; 

on  peut  en  conclure  encore,  par  ce  qui  précède,  que 
la  figure  elliptique  qui  satisfait  a  l'équilibre  est  unique. 
Si  l'on  suppose  ^==0,  dans  l'équation  (d),  on  a 
r  t=:  a;  d'où  il  suit  que  la  sphère  esi  la.  seule -figure 
que  puisse  prendre  dans  l'état  d  équilibre .  une  masse 
fluide  homogène,  et  inaraobile, 

53.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la 
pesanteur  a  lasurfece.du.sphéKo'ide.  L'équation  («), 
qui  détermine  la  figure  de  l'équilibre  de  la  masse 
fluide,  offre  encore  l'avantage  de  donner  por  uTie 
sii^ple  différentiation  la  loi  de  ia  pesanteur  à  la  sur- 
face. En  effet,  le  premier  membre  de  cette  équation 
repr'éâCttlte'^  géti^l^iArat  l'int^gn^  de  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  chacune  des  •  molécules  de 
cette  surface,  multipliées  respectivement  par  Tële- 
m^nt  de  leurs^irêctions.  En  dffférenciant  donc  le- 
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quation*  (a)  par  ^  rapport  à  r^  oa  aura  y  n*  i  ^  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  qui  animent  le  point  de 
la  surface  que  l'on  considère  décomposées  parallèle- 
ment au  rayon  r,  c'est-à-dire,  n®  28,  l'expression 
de  la  pesanteur  en  ce  point. 
L'équation  (c) ,  d'après  ce  qui  précède ,  devient    - 

^  +  ^.  YW  +  ^\sm»  fl  =  const. 

Si  l'on  différencie  cette  équation  par  rapport  à  r, 
qu'on  divise  sa  différentielle  par  —  dr  et  qu'on  y 
substitue  à  la  place  de  r  sa  valeur  a^i^etj)  après  la 
différentiation ,  on  trouve 

p  =  ^wa .  (i  -  I  aY^*5  —  y  sin*fl);         (/i) 

et  comme  on  a ,  n*  Ss , 

«YCO=_|y.(cos«ô-i), 

cette  équation  devient 

;;  =  |5ra.[i-|y  +  l9(cos«fl-i)].     (c) 

La  quantité^  que  nous  venons  de  déterminer  ne 
représente  pas  exactement  la  pesanteur ,  '  c'çst  seule- 
ïnent  la  partie  de  cette  force  dirigée  vers  le  centre 
du  sphéroïde.  En  effet,  on  peut  regarder  la  pesan- 
teur à  sa  surface  comme  décompose  en  deux  autres 
forces,  l'une/?  dirigée  suivant  le  rayon  r,  et  l'autre 
perpendiculaire  à  ce  rayon.  Mais  il  est  aisé  de  voir 
<iue  cette  dernière  est  àe  l'ordre  a,  en  sorte  qu'en  la 
désignant  par  a/?',  la  pesanteur  totale  sera  égale  à 
Tome  IL  27 
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V^^*+«y*  ;  on  peut  donc  y  quand  on  néglige  les  quan- 
tités de  l'ordre  «*,  regarder  p  comme  l'expression 
de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde. 

En  i^uoissant  les  équal^ons  (e)  et  (^^  on  aura 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  figure 
d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  douée  d  un 
mouvement  de  rotation  et  les  lois  de  la  pesanteur  à 
la  surface  ^  lorsqu'on  suppose  que  la  forme  primitive 
de  la  masse  est  peu  différente  de  la  sphère.  On  aura 
ainsi 

^^,,.[,_^.(cos-fl--^)], 

p  —  l^û-t^  —  Î9^+l7-(cos»  9  —  i)]. 

Ces  deux  équations  font  voir  d'abord  que  la  dimi- 
nution des  rayons  et  les  accroissemens  de  la  pesan- 
teur, en  allant  de  l'équateur  au  p61e^  sont  propo^ 
tionnels  à  cos*  8  ;  d'où  il  suit  que  ces  deux  quantités 
varient  à  très  peu  près  comme  le  carré  du  sinus  de 
la  latitude^  ^arce  que  cos  8  est,  aux  quantités  près  de 
Tordre  a ,  égal  à  ce  sinus. 

C^st  par  l'observation  des  longueur»  du  pendule 
à  secondes  qu'on  a  déterminé  les  variations  de  la 
pesantieur  k  la  surface  de  la  Ten*e.  Cette  langueur, 
comme  on  Ta  vu  n^^^g,  est  proportionnelle  à  lape- 
saMeUr.  Soit  donc  /  la  longueur  du  pendille'  à  se- 
condes sous  un  parallèle  quelconque,  L  ce  que  devietrt 
If  et  P  ce  que  deviiînt  p  sOus  Téqùàtèur,  Ou  lorsque 
6  es  90*,  on  auta 

par  conséquent 
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et  par.suite^  :  •      ,  ; 

Nomtnons  /'  la  longueur  dû  pçndûlé  au  pôle /on 

aura  •  '     ' 

Si  Ton  nomme  de  même  r'  et  R  ce  que  devient  le 
rayon  r  ,de  la  sur/^ce  d|e  l'ellipsoïde ,  au  p61e  et  à  l'ét 
quateur ,  on  trouve 

/— R_      5q       , 

a  4  ' 

on  aura  donc^  relativement  aux  ellipsoïdes  de  révo- 
lution ,  entre  les  demi  grands  axes  et  les  fongueurs 
du  pendule  qui  répondent  respectivement  au  pôle  et 
à  réquateur,  cette  relation  remarquable, 


»  1 1  t 


L  a 


34.  Nous  ne  nous  ^sommes  ôcdu^é  jusqu'ici  que  des 
fluides  homogènes  :  ndiis  dlJ^^ft^ /^^ïisiderér  rhaiûte- 
nant  l'état  d'équilibre  d'une  tnàsô^e  fltiiâe  hétérogène 
doiiéé  d'un  mouvement  de  rotation  autpur  d'un  axe 
fixe;  mais  ^  pour  simplifier  cette" question  ,  .nous 
supposerons  cette' maèse  composée  de  couches  s€;mbla- 
bles  j  et  la  densité  décroissante  suivant  une  loi  quelrr 
conque  ducéntrek  la  stirFacie,  hypothèse  qui  d'afllçurs 
paraît  conforme  à  là  nature  des  corps  célestes.  On 
conçoit  en  effet  que  si,  lors  de  la  formation  de  ces 

37  •• 
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corps ,  leurs  molécules  ne  s'étaient  pas  disposées  de 
manière  que  les  plus  denses  soient  en  même  temps 
les  plus  voisines  du  Centre  y  elles  se  seraient  péné- 
trées comme^  un  corps  solide  s'enfonce  dans  un 
fluide  y  et  l'équilibre  n'aurait  pu  exister  dans  une  pa- 
reille masse.  L'équation  générale  de  l'équilibre  des  dif- 
férentes couches  sera,  n*  58,  livre  P' , 


/^  =  V  +  N, 


ou  bien  ,  en  remplaçant  Y  par  sa  valeur,  n^  ^Zy 

+  »,  i 

Les différentielleset  les  int^rales  ^ans cette  équation 
se  rapportent  à  la  variable  a  ;  les  deux  premières  in- 
tégrales du  second  membre  devant  être  prises  depuis 
az=za,  en  désignant  par  a  la  valeur  de  a  relative  à 
.  la  couche  que  l'on  considère,  jusqu'à  la  valeur  de 
a  qui  correspond  à  la  surface  du  fluide ,  et  que  nous 
supposerons  égale  â  l'unité ,  les  deux  dernières  inté- 
grales de  la  même  équation  devant  s'étendre  depuis 
a  =  o  jusqu'à  ^  =  a. 

Â  la  surface  de  la  couche,  on  a  r:=:a(i^ajr): 
en  substituant  donc  cette  valeur  dans  les  termes  d^ 
l'équation  précédente  qui  sont  indépendans  de  cl, 
et  faisant  simplement  r=:a  dans  les  autres,  ou 
aura 


>  • 


'•:•••  -    .  I 
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1  or  f*  t^ 

:.(,^y>./^d«?+^/^dV[a^i+^T,^JJl^fi4•^;Y.+etc.] 

4-N. 

•  »   • 

Le  secoad:.nieiQbre;\i||^.cfiUe  éqtudÉQadtutse  réduire 
aune  constante,  n"*  53,  livre  P'.  Si  Ton  substitue  donc 
pour  y  son  .  développement  Y^  --f-,  Y^i;  +  Y, + etc. , 
et  pour  N  sa  valeur  j,^r*/--J.  g^r'(cos*ô---î),  et 
que  l'on  comparé  ensuite  les  fonctions  semblables  de 
6  et  de  cù^  on  aura 


I   «         v>    » 


y  ^«a»./<.ii.«»+4«r  ./«,<«.«' Y,4-^  ^/^rf.«» 


/  •       • 


-  fe->^-/'«-*'-^+^-^«-'?'^  T^^  i*»*  ' 


îi        ♦«       i  ' 


les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  de» 
vaut  être  prises .  depuis  â  3=  a  jns^u^  aj=  i ,  et  les 
trois  dernières  depuis  ^  =â  o  jusqtl'à  a:=a.  Cette 
équation  détenninant  simplemept  le  rapport  qui  doit 
exister  entre  Yq  et  /z,  il  s'ensuit  qu'on  peut  donner 
à  Yo  une  valeur  arbitraire.  On  aura  ensuite>  i  étant 
égal  à  a,  :^ 


i.'/ 


enfin ,  î:  étant,  un  nombir^  queloonqu*  égal  On  snfié-^ 
rieur  k  l'unité, 


(f) 


/,. 
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} 

j  [  ,y  Cette  é(ïu9tib|û  ioonera  h  valeur  dé  Y„  relative  à 
chaque  couche ^du  fluide^  lorsque  la  densité  /  sera 
connue. 


SQvâicéi 


roi  î  «  ,1  ^^'\ 


Les  Gotac^es  ^e'èiv^au¥tabt^di^pj[TOseés^nll^bH 
îls^ensuît  que  la  valeur  de^| est  pour  chaque  couche 
la  même  qtfiiâ^^ui'fâc^^'f  eUë^sï  dont  ind^ 
de  a ,  et  l'on  a 

j .  r  r  r  — a.— — —  a*   I ,  Ptt' aa  =  O, 

renferme  Téquation  précédente  ne  peut  àoiit  être 
égale  à  zéro;  on  doit  donc  avoir  alors  Y|=o. 
D'ailleurs,  si  r9fi\ç^|!^oâ^  ,i}if±  u^^pàxiTisS^  toujours 
^;Arù  disparaître  le  terme  en  Y,  de  l'équation  (g)  en 
pla^aM  Pd^gin^^'ded  dMftdonnéé»  ski  défaire  dé  gravité 
du  sphéroïde;  on  aura  donc  généralement  Y|  =0,  i 
étant  uxv  t|j^lè9e^>e«^îl^  gudléûiiqueidifiértaQt  de  2. 
Dans  le  cas  de  t  =  2 ,  l'équation  (h)  ddmiè  • 
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4a7r  Y, .  /(  1  —  a*) .  ca*  rffl  4-  i  g .  (cos'9  —  j^)  =  o. 

r 

Soit,  comme  prëcédemmenf  ^  '  y  iîè  rapport  de  la 
force  centriftige  à  ^la  pesanteur  à  Téquateur,  l'ex- 
pression de  la  pesanteur  étant,  aiix  quantités  près  de 
Tordre  ct^  la  même  que  celle  c[ui  àdirait  lieu  à  \k 
surface  de  la  sphère  du  rayon  a ,  c'est-à-dîré  égale  â 
\it.ff.d.c^y  on  aura  g'=^^7r(l-fl*o^^da\  par  consé- 
quent ,   '       " 


«•^  .* 


—  2.(cos»  «  —  f  )  .  /{.a«da 

«Y.=  -*     ■•  ■        ■    "' 


Le  rayon  du  sphéroïde  a  la  surfkfcè^sera  donc 


:)i 


(  « 


I         .   f        '  !  '  C'  •    '       '       '    '   * 


Ce  irayon  est  celui  d'un  ellipsoïde  dé' révolution: 
ainsi  doriCj^  dans  ce  cas  général ,  comme  dans  celui  de 
l'homogénéité,  la  surface  libre  du  fluide',  et  par 
conséquent  celle  de  chaque  couche  de  niveau ,  ont 
la  figure  elliptique. 

Si,  pour  abréger,  Ton  fait 


I  expression  du  rayon  de  chaque  couche  sera  de  c^tle 
forme  : 

a[i  +  aYo—  «i^(cos*  9  —  i)]. 
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Y.  étant  arbitraires ,  si  Ton  fait  Yo  =  —  jh,  Tex- 
pressîon  précédente  devient  a{i — ah  cos'fl)  et 
cch  T  eprésente  .alors  reiiipticité  de  la  conche.  A  la 
surface  du  sphéroïde ,  ou  a  a==  i,  et  le  rayon  devient 
X  —  eth  cos*  Q.  La  diminution  des  rayons ,  en  allant 
de  Féquateur  au  pôle,.. est  idonc  encore  proportion- 
nelle  à  cos*  6.  et  par  conséquent  au  carré  du  sinus 
de  la  latitude,  .    ,     .  - 

Le  rayon  osculateur  du  méridien  dont  le  rayon 
est  de  la  forme  i  —  ct^  cqs*  0 ,  a  pour  expression 

I  ^2cih(i  — 2  TOs'ô). 

Désignons  par  c  la  longueur  d'un  degré  mesuré  sur 
le  cercle  dont  le  rayon  est.i  -^aâtA.  l'expression  du 
degré  du  méridien  du  sphéroïde  sera 

3ctAc?  cos*  fl. 


c  représente  donc  la  grandeur  du  degré  sous  Téqua- 
teur,  et  les  degrés  du  mérijdien  croissent  de  Téquateur 
au  pôle ,  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la 
latitude^  tandis  que  les  rayous  menés  du  centre  à 
la  surface  du  sphéroïde  diminuent  suivant  la  même 
loi. 

Si  l'on  applique  à  la  Terre  les  résultats  précédens 
et  qu'on  la  considère  simplement  comme  un  sphé- 
roïde composé  de  couches  elliptiques  de  densité  et 
d'ellipticité  variables,  en  substituant  pour  Y^  sa  va^ 
leur  dans  l'équation  (g) ,  et  en  observant  que  Vin" 
tégrale  ff.dh  est  jiuUe  à  la  sur£^Cje,  on  aura 

6.frd.a'h  +  5(^l^2hyffd.a^  =  o.    (k) 
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Cette  équation  détermine  la  relation  qui  doit  exis- 
ter pour  l'équilibre  entre  la  densité  /  et  rellipticité 
ah  de  chaque  couche  du  sphéroïde.  Elle  donnera , 
en  l'intégrant,  layaleur  de  cette  ellipticité,  lorsque 
la  loi  des  densités  sera  connue. 

Les  densités  étant  supposées  aller  en  diminuant  du 
centre  à  la  surface ,  il  résulte  de  cette  équation  que 
l'ellipticité  de  la  Terre  est  moindre  que  dans  le 
cas  de  l'homogénéité ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  que 
les  ellipticités  croissent  de  la  surface  au  centre  dans 
un  plus  grand  rapport  que  la  raison  inverse  du  carré 

des  distances  à  ce  centre.  En  effet,  soit  A=  — ^  on 


aura 


ff.d.a^h  =  ff.d.a?u:=iuff^d.a?'\^fdu.fa?.df* 

Si  les  accroissemens  des  ellipticités  sont  entre  eux 

dans  un  rapport  momdre  que  —,  u  augmentera  du 

centre  à  la  surface;  du  sera  par  conséquent  une 
quantité  positi^s^e,  et  Comme  dfe&t  négatif,  puisqu'on 
suppose  que  les  densités  diminuent  du.  centre  à  la 
surface,  fdufa?.df  sera  aussi. une  quantité  néga- 
tive ,  et  en  faisant  à  la  surface 

ff.d.a^h  =  (A  —  f)fr.d.a\ 

f  sera  une  quantité  positive.  L'équation  (k) ,  en  y 
substituant  cette  valeur ,  devient 

6{h  —  f)ff.d.a^  +  5Q^^2h^/f.d.a'—o, 
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d'où  l'on  tire 

52~6f 


À=    * 


4 

L'ellipticité  eth  du  sphéroïde  sera  donc  moindre  que 

-^;  elle  sera  plus  petite  par  conséquent  que  dans 

le  cas  de  l'homogénéité,  où  df  étant  nnl^^  /  est  égal 
à  zéro. 

On  peut  conclure  de  là  que  l'aplatissement  de 
la  Terre,  dans  l'hypothèse  la  plus  vraisemblable 
qu'on  puisse  faire  sur  sa  constitution  intérieure  >  est 

plus  grand  que  - ,  valeur  qui  répond  au  cas  où  toute 

sa  masse  serait  réunie  à  son  centre ,  et  moindre  que 

-ji  valeur  qui  répond  au  cas  où  cette  masse  serait 

boçiogène,  Iji  eflfet^  il  est  naturel  de  croire  que  la 
densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre  augmente 
en  approchant  du  centre^  et  cette  supposition  est 
même  indispensable  à  Fégard  dé  tous  les  corps  célestes 
s^îls  ont  été  originairement  fluides  ;  il  est  probable 
aussi  que  les  ellipticités  diminuent  dans  un  rapport 

moindre  que  —,  puisque  cette  hjrpothèse  donnerait 

une  ellipticité  infinie  aux  couches  infiniment  voisines 
du  centre ,  ce  qui  est  absurde. 

35.  Considérons  les  variations  de  la  pesanteur  à  la 
5(urface  du  sphéroïde  que  nous  supposons  composé 
de  couches  elliptiques  d'une  densité  variable  du  centre 
à  la  surface. 

La  direction  de  la  pesanteur  de  la  surface  au  centre 
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n'est  plus  alors  une  ligne  droite,  elle  forme  une 
courbe  dont  dbaque  éleitienf  est  perpendiculaire  à 
la  couche  de  niveau  qu'il  traverse.  L'ëquation  {f) , 
en  remarquant  que  parce  qui  précède,  on  a  Y,=o, 
Yj  =  o  ^tç.  ^  ^do]:]tQeli  la  suvfac^  où  les  couches  iaté* 
rieures  et  extérieures  se  confondent , 

+  î^^-.-^.(cos*4^|)-    .        -    ^ 

On  aura  l'expression  de  la  pesanteur  à  la  sUrPace  du 
sphéroïde  ,  d'après jce  qui  a  été  dit  n*'  55,  en  chan- 
geant le  signe  de  la  difierentielle  du  second  membre 
de  cette  équation  prise!  pdir  rapport  à  /-•et  divisée  par 
dr.  En  nommant  donc  p  cette  force ,  on  aura 

k  •  * 

OU  b^ex^  fin  qti^ervaiiiilj  qu'A  la  surface  qn  9 

et  que  nous  negligeoni?  Içs  quantités  de  l'ordi^Çj  a*  et 

P^  Ç./;..^.a»— ?p.(Y.-|-Y.).>>.i.«» 

'iiii.        ...        ,11'»*.  4  '' 

4*  4«^*  'ff  '  ^  '{''■  -Y*  H-  X  •^•)^  S  .g4-g(cos'8- 1). 

On  peiit,  faire  disparaître  les.  intégrales  de  fietteiex- 
pre^iipn^  en  ;  observant  que  l'équatioln  (h)  donfne  à 
la  sdrface 


»  I  » 
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En  faisant,  ponr  abréger, 

et  observant  qne g=^^.qff.d,ifi ^  on 


aura 


ou  bien  en  faisant 

et  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  «•, 
p  =  P'.[,  +  (fy-.aA).cos»8]. 

Si  l'on  suppose  0==  90%  on  a  ;»  =  F,  a  suit  donc  de 

cette  équation  que  P'  est  l'expression  de  la  pesanteur 

à  l'équateur,  et  que  la  pesanteur  croît  de  l'équateur 

au  pôle  proportionnellement  au  carre'  du  sinus  de  h 
latitude. 

Si  l'on  nomme  /  et  L/  les  longueurs  du  pendule  coi^ 
respondantes  à  ;>  et  F,  on  aura 

/=:L'.[i+(|g_  aA).Cos*fl]. 

L'  est  donc  la  longueur  du  pendule  à  l'équateur,  et 
ses.acçroissemensde  l'équateur  au  pdle  sont encoK 
proportionnels  au  carré  du  sinus  de  la  latitude. 

Si  l'on  désigne  par  «c  l'excès  de  la  longueur  du 
pendule  au  pôle  sur  sa  longueur  à  Téquateur  divisé 
par  cette  dernière  longueur,  l'équation  précédente 
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donnera  a€  *|-*  «^A = f  7  »  équation  qui  fait  connaître 
une  relation  importante  entre  les  longueurs  du  pen» 
dule  qui  bat  les  secondes  à  la  sur&ce  du  sphéroïde  et 
son  ellipticité.  Dans  le  cas  de  Thomogénéité ,  on  a 
ahz=si  ^q  ,  et  par*  conséquent ,  ai  =s  ah  ,  comme 
nous  rayons  vu  n*  55;  mais ,  si  le  sphéroïde  est  hé- 
térogènej  l'excès  de  la  longueur  du  pendule  ^au  pôle 
sur  sa  longueur  à  Véquateur  di^^isépar  cette  dernière 
longueur,  et  V excès  de  Vaxe  de  Véquateur  sur  l'axe 
du  pôle  divisé  par  ce  dernier  axe,  forment  deux 
fractions  dont  la  somme  est  constante  et  égale  au 
doid)le  de  l'aplatissement  que  le  sphéroïde  aurait  dû 
prendre  dans  le  cas  de  Vhomogénéité* 

56.  Les  formules  précédentes  donnent  le  moyen 
d'exprimer ,  d'une  manière  très  simple  pour  les  sphé- 
roïdes dont  la  surface  est  supposée  fluide  et  en  équi- 
libre 9  la .  fonction  d'où  dépendent  les  attractions  du 
sphéroïde  sur  un  point  extérieur.  En  effet  ^  les  for- 
mules {h)  et  (m)  donnent 


//.rf,a%  =  5Y../f.«-^  +  f£(cos*e-i) 
fp.d.af-^'Y,  =  (2i'i^i)Yff.a^da, 


i  étant  un  nombre  quelconque  différent  de  2. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  celle  de  Y  relative 
aux  points  extérieurs  n*  ^3  ^  qu'on  place  l'origine  des 
coordonnées  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde ,  ce 
qui  donne  Y,  =0,  et  qu'on  suppose  Y»  =0^  on  aura 

Dans  cette  expression^  4^/fa*da ,  l'intégrale  étant 
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prise  depuis  ahszo  ju^a'à  asssi ,  rèpré9eiite  la  masse 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est.  i  et  que  rë^tion 
Yosso  suppose  égale  en  solidité  <tù  sph^oïde; 
47rffa*da  est  donc  égal  à  la  masse  du  sphéroïde. 

La  yaleur  précédente  de  Y  confient  à  toute  e^èce 
de  sphéroïdes.  Si  l'on  considère  le  cas  particiilier  oii 
le  sphéroïde  est  composé  de  couches  semhkbies 
dont  la  densité  Tarie  suivant  une  loi  queleonqiie  du 
centre  à  là  surface,  on  aura 

Y.=— ^(cos*8— f),     Y,  =  o,     ¥4=0,  etc. 
On  a  d'ailleurs  g  =  /çrqffc^dà^j  par  conséquent , 

Cette  expression  s'applique  natorellement  aux  pla- 
nètes ,  et  en  particulier  à  la  Terre,  dont  la  surface  est 
recouverte  en*  très. grande  partie  d'un  fluide  en  équi- 
libre. 

37 .  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  exposant  quel- 
ques propriétés  générales  relatives  à  la  figure  des 
corps  célestes  y  qui  dérivent  très  simplement  de  l'ex- 
pression des  rayons  dé  leurs  surfaces^  et  qu'il  est 
d'autant  plus  utile  de  connaître ,  qu'elles  sont  indé- 
pendantes de  toute  hypothèse  sur  leur  constitution 
intérieure.  Nous  considérerons  ici  le  cas  le  plus  gé- 
néral^ celui  où  le  sphéix>idé,  toujours  fluide  à  sa 
surface ,  peut  recouvrir  un  noyau  soGdé  peut  diffé- 
rent de  la  sphère.  '^ 

La  première  de  ces  propriétés  dépend  de  la  nature 
du  centre  de  gravité;  ellie  (H^nsiste en  cequéda masse 
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fluide  en  équilibre  doit  toujours  se  disposer  de  ma- 
nière que  la  fonction  Y.  disparaisse  de  l'expression 
du  rayon  mené  du  centre  du  sphéroïde  à  la  surface  y 
en  sorte  que  le  centre  de  gravité  de  celte  surface 
coïncide  avec  celui  du  sphéroïde. 

Sri  effet  y  soseat  dM.  une  des  molécules  du  sphé- 
roïde, e\  Xfjr,  Zy  ses  trois  coordonnées  rectangu- 
laires; on  aura,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées 
au  centre  de  gravité , 

fxdM  =  o,     fydM.  =  o,    fzdM  ==  o. 

Nommons  R  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  du 
sphéroïde  à  Télément  dM,  6  l'angle  que  forme  ce 
rayon  avec  l'axe  des  x  qui  est  .aussi  l'axe  de  rotation, 
et  cù  l'angle  compris  entre  sa  projection  sur  le  plan 
des^,  z  et  l'axe  des.j*.  On  aura 

a:=Rcosfl,    ^=;R.sinflcosû),     z.=:Rsin8sînâ) 

dM  =  fR^dRd^da^  sin  fl. 

Les  trois  équations  qui  résultent  des  propriétés  du 
centre  de  gravité  deviendront  donc 

fpK^dRd^dcû  sin  fl  =:  o  /  ^ 

//>R3^rfôrfû)sin*flsinû)  =  o,  (  (/) 
//RyR€/flrfa>sin»6cos»=:o.    ) 

Supposons  rîntégrale  ffR?dK  prise  relativement 
à  R ,  depuis  R  =  o  jusqu  à  la  surface ,  et  développée 
dans  une  suite  de  la  forme 

No  +  N. +N.4-etc., 
dont  chaque  terme  soit  assujetti  à  l'équation  aux  dif- 
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férences  partielles , 

-7iïô3r- +  s-i^r  ^  + '^*  + ')Ni  =  o. 

On  aura  gënëralement,  par  le  théorème  du  n^  iS,  / 
étant  différent  de  l'unité ,  v  -        ^ 

/Ni  sîn  6  cos  ô^rfû)  =  o ,     /N|  sîn'  fl  sîn  côd^où  =o, 

/N|Sin'  6  cos  cùc^dso  =  o. 

Les  trois  équations  (Z)  deviendront  donc  simple- 
ment 9  en  vertu  des  précédentes , 

/Nj  sin  0  cos  Qd^dœ=:o ,      /N^  sin*  Q  sin  o)  d&dcûz=io , 

/N.  sin*  8  cos  û)  éjfSeiEûi  :=  o. 

La  valeur  de  N.  est  de  la  forme 

N,=H  cos  6  -f-  H'  sin  0  sin  oi+H^sin  8  cos  e». 

• 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  les  équations 
données  par  la  propriété  du  centre  de  gravité,  on 
verra ,  que  pour  y  satisfaire ,  il  faut  supposer 

H=o,     H'=o,     H'  =  o , 

et  par  conséquent  N,  =;  o.  Or,  cette  condition 
est  la  seule  nécessaire  pour  que  l'origine  des  rayons 
R  de  la  surface  soit  au  centre  de  gravité  du  sphé^ 
roïde. 

En  effet,  supposons  le  sphéroïde  un  solide  peu  dif- 
férent de  la  sphère,  recouvert  d'un  fluide  en  équi- 
libre; on  aura,  dans  ce  cas,  R=a(i  +  a/)  et  par 
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conséquent  '     » 

.     I  » 

»  « 

la  différentielle  et  Tintégrale  indiquées  étant  ^  r6la^ 
tives  à'  la  variable  a  dont  f  est- fonction.  On  aura 
donc  dans  ce  cas ,  en  mettant  pour  y  sa  valeur 
Yo-f-  Y.  +  etc,  .    •     I 

"  •  *     • 

a  • 

Uéquation  (m)  du  n*  54  donne  a  la  surface  ^  eh  ob- 
servant qu'alors  a  =  i ,     . 

•  ♦. «  * 

•  •  •        .  * 

la  valeur  de  Y,  se  rapportant  h  là  surface.'  On  aura 
donc 

N.=«Y,//».<f.fl»;' 

et  puisque  N,  ii=o,  quand  on  suppose  Tèrigine 
des  rayons  R  au^ centre  de  grav^t^é,,  oq.  aura^.  dans  ce 
cas,  Y.  =  o, ,  Ainsi  4pnc  la.  foncti^ç  Y, .  difipsjijaî- 
tra  d'elle-même  de  l'expression  du  rayon  de  la  sur- 
face du 'sphéroïde  y  toutes  les  fois  qu'on  fM'endra  le 
centre  de  gravite  ^pour  origine  dés. coordonnées  , 
mais  il  n'en  résulterauaucune  cônditîoa  particulière 
pour  les  fonctions  Y. ,   Y3,  etc. 

Nous  avons  vu,  dans  le  diapîtreV,  liv.  î*",qi4e.pour 
la  stabilité  du  mouvement  de  rotàtî^n  duii  corps,*  il 
faut  que  l'axe  autour  duquel  il  tourne  coïncidé  tou- 
jours, à  très  peaprès,  avec  Tun  de  pes  axes  princi- 
paux. Si  cette  condition  n'était  pas  remplie  à  Tégard 
des  corps  célestes  ^  il  éh't^ulferait  dans  la  position  de 
Tome  II.  :28 
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leurs  axçs  de  rotation  des  variations  sensibles ,  sur* 
tout  pour  la  Terre;  et  comme  les  observations  les 
plus  précises  ^n'en  font  apercevoir  aucune ,  il  en 
faut,  conclure  ^ue*  les  molécules  de  ces  corps  ^  à  Te- 
poqi:(9  dq  leur  formation,  se  sont  disposées  de  ijnanière 
k  rendi^e  st^blqs  Jieur^.  sncesdç  rotation.  Il  «n  résulte 
une  nouvelle  propriété  relative  à  leur  figure,  et  qui 
consiste  en  une  forme  particulière  que  doit  prendre 
dans  ce  cas  la  fonction  Y*  qui  entre  dans  l'expres- 
sion du  rajon  mené  de  l'origine  des  coordonnées  à 
la  surface  du  sphéroïde. 

Pour  le  faire  voir,  désignons  par  or,  ^,  z  les  trois 
coordonnées  rectangulaires  de  J'élépient  dM.  rap- 
portées aux  trois  axes  principaux  qui  ^e  croisent  au 
centre  de  gravité  du  sphéroïde  ;  oii  aura ,  par  la 
nature  de  ces  axes ,  / 

fxyd!A^f>f    fxsdM=zo,    fjrzdM=o. 

Si  To'n  sufbstitué  pour  â^,  jri  z  etdM  leurs  Valeurs 
précédentes,  dts  équations  dètiéiikient  ' 


I  ' 


'  JfK^dS^d9de»^sin^9cm0iiosyc»:;iR^,i 
ff^^^^dm.én*  9 cos |8  sin  .^ pz^-  o > 
ffK^dRd6dôÊ*mi^^siït'2Sî;*:io^.   / 

Supposons  l'int^rale  f.fK^dR  prise  par  rapport  à 
R,  depuis  l'origine  des  coordonnées  jusqu'à  1^  sur- 
facç^  et  àéveioppée  en  suite  cle  la  forme 

ik  fonction  Uf.<é(sint,  qliel  qq$  soit  i,  assujettie  à 
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l'équation  aux  différences  partielles 

,    .    »dUi 

dé     ,       I       a*Ui    ,     ./•   I      Ml 

Eq  observant  que  les  fonctions  sîâO  cos  Ocosû»^ 
sia  8  ces  8  sîn  û)  et  bîn*9sin2â»  sont  comprises  dans 
la  forme  générale  U. ,  on  aura ,  paf  le  fhéDrème 
du  n"*  1 8  y  i  étant  différent  de  3  ^ 

fUid^doù  sin  6  cos  8  cos  a»  ==  o  / 
/U|(i6é/â>  sin  3  cos  0  sin  £»  3=  o  y 
fUid^dcù  sin*  6.  sin  30)==  p,^ 

et  les  trois  équations  données  par  les  propriété^  des 
axes  principaux  deviendront  ainsi 

f\\^(^d(ê  sin  fl  CQs  9  cos  ^»  =  o  9 
.    /tJ^£3?ôû?û)sinÔcos  Osïnûi  =0, 
fXi^d^doùfin^  9  sin  300  =  o. 


La  fonction  U^  est  de  la  forme 


M 


K(cos>  6>— IH-K'  .<in  â  iûosfi  sin  A>+K"sitiâcQÇ  fi^ôé  o» 

4-  K'"  sin*  ô  sin  2« + K"  sin*  6  cos  3«. 


»       / 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  les  équations  pré- 
cédentes,  elles  donneront  ' 

K'  =  o,    ^K't=o,     YL't:^o.  ■ 

Ce  sont  les  co^ditionç  nécessaires  e.t  suffisantes  ]M>ûr 
que  les  trois  axes  des  x  \  des  j  et  des  z  soient  des 
axes,  principaux  de  rotation,  et  il  en  résulte  qiils  1^^ 

38.. 
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est  de  la  forme 

K  (cos'  fl — i)  4-  K»'  sin*  B  cos  a(». 

Voyons  ce  que  devient  la  valeur  de  U,  relatlre- 
ment  à  un  sphéroïde  très  peu  différent  de  la  spbère 
et  recouvert  d'un  fluide  en  équilibre.  On  a,  dans  ce 
cas,  R  s=  a(i  +  «X") ,  et  par  conséquent , 

ffK^K  =  1  ffd.aXi  +  5ar)  ; 

en  substituant  donc  pour  j^  sa  valeur 

Y.  +  Y.  +  Y.  +  etc, 
on  aura 

U.  =  «.//>(/.«»¥.: 

On  a ,  par  Véquation  (h) ,  n**  54 ,  à  la  surface  da 
sphéroïde ,  en  supposant  que  la  seule  force  étrangère 
qui  agit  sur  lui  est  la  force  centrifuge  due  i  son  luott' 
veraent  de  rotation ,  - 

^J^ffd,aX=^  f  <tjrY,.fr.d.a^  + 1.  (cos'  0- j). 
On  aura  donc 

U.=Ç.Y../>  d.a'+  ^.(cos'6— i). 

L'expression  générale  de  Y.  est  de  la  forme 

^(cps'û — -D+A'sinfl  cos8sina>-|- A'^sin  OcosOcosû» 

+ Aî^^sin*  flisin  !3iû>+ A*'sin*  fl.cos  2®. 

.  .  Il  . 

ii  Ton  substitue  cette,  valeur  daris  l'expression  pr^' 
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cédeute,  qu'on  remplace  de  même  U»  par  sa  valeur 
K(c08*ô-— j)  4-K'^sin^fl  cos  am,  en  comparant  les 
fonctions  semblables  dans  les  deux  membres,  on 
aura 

ifc'zso,    h!'=^o,     F's=o, 

et  Texpression  de  Y.  sera  de  la  forme 

k  (cos*  9  —  {)  +  k'^  sîn^  9  cos  2a. 

U  suit  donc  de  la  supposition  que  le  sphéroïde 
tourne  autour  d'un  de  ses  trois  axes  principaux ,  que 
les  trois  constantes  k\  k'^  k'^'  qui  entrent  dans  la  va- 
leur de  Y.  sont  nécessairement  nulles  :  mais  il  n'en 
résulte  aucune  condition  relative  aux  constantes  k 
et  k^^f  qui  restent  indéterminées  ainsi  que  les  fonctions 
Y3,  Y^,  etc. 


• •! i     r      É 
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CHAPITRE  VI. 


Comparaison  de   la    théorie  précédente  aux 

observations. 


38»  Considérons  d'abord  le  sphéroïde  terrestre,  (t 
comparons,  relativement  à  la  Terre,  la  figure  qui 
résulte  de  la  théorie  précédente  avec  celle  que  Ton  a 
conclue  des  observations.  Quatre  méthodes  dis- 
tinctes ont  été  appliquées  à  cette  détermination.  La 
première,  toute  directe  et  pour  ainsi  dire  méca- 
nique ,  consiste  à  mesurer  des  arcs  de  méridiens  et  de 
parallèles  sur  divers  points  du  globe  et  à  déterminer, 
en  réunissant  ces  portions  de  la  surface  terrestre ,  la 
figure  la  plus  probable  du  sphéroïde  auquel  elles  ap- 
partiennent. Toutes  les  investigations  de  ce  genre 
qui  ont  été  tentées  jusqu'ici  conduisent  à  un  résul- 
tat incontestable,  c'est  que  la  Terre  a  la  forme  duo 
sphéroïde  aplati  vers  les  pôles  et  renflé  à  son  équa* 
teur ,  comme  l'exigent  les  lois  de  lHydrostatique 
Les  mêmes  observations  montrent,  il  est  vrai ,  qu'eu 
quelques-unes  de  ses  parties  la  Terre  s'éloigne  sen- 
siblement de  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution; 
mais  lorsque  Ton  compare  entre  elles  les  valeurs 
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moyennes  des  degtés^  mesurés  à  des  latitudes  ttès 
distantes  ,  l'influenee  des  irrégiilaidtës  de  sa^SHttfaee 
sur  ies.  rësulfab  des  opérations  géôdéstques  est  beau?- 
coup  atténuée,  et  Ton  trouve  alors  quelle,  ditTèro 
peu  d'un  sphéroïde  elliptique  doiit:.rapiatissemeikt 
serait  de  3-^. 

Le  second  procédé  qn'eni]doîeat  les  géomètre&pour 
déterminer  la  figure  de  la  Terre  ^  résulte  des  varia«* 
tiens  qu'on  observe  dans  l'intensité  de.  la  pesanteur 
aux  difierens  points  de  sa  surface ,  et  qu'on  calcule 
avec  beaucoup  de  précision  parle  nioyen  du  pendule» 
Si  la  Terre  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
peu  différent  de  la  sphère ,  d'après  la  théorie  déve^ 
loppée  dans  le  chapitre  précédent,  les.acçrois^emens 
de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  transporté  en 
divers  lienx  du  globe^  doivent  être  proportionnels 
au  sinus  du  can^  des  latitudes  |  il  sera  donc  facile , 
en  soumettant  les  expériences  à  cette  loi,:  de  recon- 
naître si  la  Terre  s'écarte  où  non  de  la  figure  ellip*- 
tique,'et  de  déterminer  dans  ce  dernier  cas  son 
aplatissement.  Les  résultats  dé  ces  recherches  :OUt 
montré  que  les  inégalités  du  sphéroïde  terrestre  ont 
beaucoup  moins  d'influence  sur  les  variations  des 
longueurs  du  pendule  que  sur  celles  des  degi^  des 
méridiens,  comme  indique  aussi  la  théorie,  «fui 
prouve  que  les  termes  qui  écartent  rexpression  des 
degrés  terrestres  de  la  loi  eUiptiqnç,  sont  affectés 
de  côefiîciens  plus  considérables  qœ  les  tecmés  cor- 
Tespondans  dans  1  expression  des  longueurs  du  pen^ 
dule.  U  s'ensuit  que  cette  seconde  méthode  est 
beanooup  plus  pt^pre  que  la  première  à  fournir  mr 
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la  figure  de  la  Teire  des  notions  exactes,  et  l'aplatisse- 
nien;t  qu'elle  donne  s'accorde  d'une  Êiçon  remarquaUe 
avec  celui  qui  résulte  de  robservation<lesmouvemeDs 
de  la  Lune. 

Cette  trèisîime  manière  de  kléterminer  laforme  de 
notre  ^lobe,  moins  directe  que  les  deux  premières, 
est  peut-^tre  ,un  des  résultats  les  plussurprenaos 
qu'ait  produits  l'application  de  l'Analyse  à  la  grande 
loi  de  l'attraction  universelle,  et  mérite  d'obtenir 
une  place  importante  dans  l'histoire  des  progrès  de 
l'esprit  humain.  Elle  consiste  à  reconnaître^  parmi  les 
nombreuses  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune , 
celles  qui  dépendent  de  la  non  sphéricité .  de  la 
Terre ,  et ,  en  comparant  leurs  valeurs  données  par 
l'observation  à  celles  <^  résultent  de  la  théorie  dans 
la  supposition  que  la  Terre  est  un  sphéroïde  ellip- 
tique qui  exerce  sur  la  Lune  une  action  modifiée  par 
sa  figure ,  à  déterminer  la  valeur  exacte  de  son  apla- 
tissement. Laplace  p  qui  le  premier  conçut  cette  id«e 
ingénieuse,  a  trouvé,  d'après  les  observations  de 
Burg ,  que  l'excentricité  de  la  Terre  résultant  de  ces 
phénomènes  était  de  ^;  et  peut-être  est-ce  la  don- 
née la  plus  exacte  que  nous  ayons  sur  cet  aplatisse- 
ment, à  cause  des  difBcultés  des  autres  observations 
qui  le  déterminent ,  et  4e  l'influence  qu'ont  sur  elles 
les  causes  particulières  qui  écartent  trop  souvent  la 
Terre  de  la  figure  elliptique. 

Enfin  >  les  phénomènes  de  la  nutation  et  de  la  pré- 
cession des  équinoxes  fournissent  encore  des  ren- 
seignemens «précieux  sur  la  figure  et  sur  la  consti- 
tution du  sphéroïde  terrestre.  Ils  ne  donnent- pas^  il 
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est  vrai ,  la  valeur  absolue  de  son  aplatissement ,  mais 
ils  fi>nt  connaître  deux  limites  entre  lesquelles  cette 
fractioa  est  comprise ,  et  ces  limites  sont  -^  et  j^. 

39.  Déterminons  d'abord  la  figure  de  la  Terre  qui 
résulte  des  mesures  directes  prises  à  sa  surface.  Si  l'on 
imagine  un  plan  passant  par  Taxe  de  la  Terre  et  par 
le .  zénith  d'un  point  donné  de  sa  surface ,  ce  plaa 
tracera- dans  le  ciel  un  grand  cercle  qui  sera  le  méri- 
dien du  lieu,  et  la  courbe  que  ce  plan  intercepte 
sur  la  surface  de  la  Terre  se  nomme  le.  méridien 
terrestre f  ou,  par  abréviation,  la  méridienne. 

Lorsqu'en  partant  de  l'équateur ,  on  s'avance  sur 
cette  courbe  en  marchant  vers  le  nord,  on  voit  suc- 
cessivement la  hauteur  méridienne  des  étoiles  situées 
au  nord  augmenter,  tandis  que  ceUe  des  étoiles  si- 
tuées au  midi  éprouve  une  dépression  proportionnée. 
Cette  remarque  très  simple  a  sans  doute  donné  aux 
hommes  la  première  idée  de  la  forme  arrondie  du 
globe;  Si  la  Terre-  était  sphérique ,  les  degrés  du  mér 
ridiaB ,  mesurés  à  diverses  latitudes ,  seraient  tous 
égaux  entre  eux;  mais  l'observation  a  fait  recon- 
naître des  différences  notables  dans  ces  degrés,  et  elle 
a  montré  qu'ils  allaient  en  croissant  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  de  l'équateur;  d'où  Ton  a  conclu  que  la 
Terre  est  un  sphéroïde  aplati  vers  les  pôles.  En  effets 
concevx)ns  pour  fixer  les  idées  que^la  Terre  est  un 
ellipsoïde  de  révolution:  on  peut  supposer  quun 
arc  très  petit  du  méridien  se  confond  sensiblement 
avec  le  cercle  osculateur  déterminé  par  l'intersection 
des  deux  normales  menées  à  ses  extrémités,  et  l'arc 
de  cercle  compris  entre  ces  normales  sera  d'autaiU 
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plus  grand  que  son  rayon  sera  plus  considëraMe.  Or, 
aux  pôles  ou  à  Vexlrémixé  du  petit  axe,  Tellipse 
pendant  un  court  intenralle  forme^  à  très  peu  près, 
une  ligne  droite ,  les  deux  normales  qui  déterminent 
le  rayon  du  cercle  osculateur  sont  presque  pârall^; 
ce  rayo^n,  et  par  conséquent  le  degré  du  méridien, 
sont  alors  plus  grands  que  sur  font  autre  point*  La 
courbure  des  arcs  elliptiques  augmentant  ensuite  de 
plus  en  plus,  les  rayons  osculateurs  vont  en  diminuant 
sans  cesse  du  pôle  à  l'équateur;  par  conséquent  les 
degrés  doivent  aller  en  croissant^  à  mesure  qu'on 
avance  de  ce  second  point  vers  le  premier. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  d'exposer  ici  les  pro« 
cédés  géodésiques  qui  servent  à  déterminer  les  arcs 
du  méridien  terrestre  ;  on  trouvera  sur  cet  objet  des 
détails  circonstanciés  dans  l'ouvrage  de  Delambre,  où 
cet  astronome  décrit  les  opérations  qu'il  a  lui-même 
exécutées  avec  Méchain,  pour  la  détermination  de 
l'arc  du  méridien  compris  entre  Dunkerque  et  Bar- 
celone. Nous  donnerons  simplement  les  résultats  des 
travaux  qui  ont  été  entrepris  à  diverses  époques  pour 
la  mesure  des  degrés  de  la  méridienne,  et  nous  indi- 
querons la  méthode  que  l'on  doit  suivre  pour  en  con- 
<ilure  quelle  est  la  figure  la  plus  probable  que  ces 
mesures  assignent  à  laTerrç.  Onxronçoit  en  effet  que, 
comme  il  est  impossible  de  déterminer  dans  toute  son 
étendue  le  méridien  terrestre ,  il  faudra  commencer 
par  faire  une  hypothèse  quelconque  sur  la  nature  de 
cette  courbe  et  sur  la  figure  générale  du  globe»  On 
déterminera  ensuite  les  arbitraires  de  ces  suppositions 
au  moyen  des  données  fournies  par  les  opérations 
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géodésiques ,  et  Ton  examinera  enfin  si  la  figure  qui 
en  résulte  pour  le  sphéroïde  terrestre  peut  concor* 
der  avec  celle  que  l'on  conclut  des  autres  phénonoiènes 
observés. 

Supposons^    en  premier  lieu,    le    sphéroïde  el- 
liptique et  de  révolution.  C'est  l'hypothèse  la  plu[s 
simple  que  Fon  puisse  faire  sur  là  figure  de  la  Terre , 
puisqu'on  sait  d'avance  que  l'hypothèse  d'une  figure 
sphérique  ne  saurait  lui  Convenir;  d'ailleurs ^  c'est 
celle  qui  résulte  directen^ent  des  lois  de  l'Hydrosta- 
tique f  si  l'on  suppose  que  la  Terre  était  originaire- 
ment fluide  et  homogène ^  et  'qu'elle  a  conservé,  en 
se  durcissant,  sa  figure  primitive.  Proposons-nous 
donc  de  déterminer,  parmi  toutes  les  figures  ellip- 
tiques   qu'on  peut  donner  au  méridien  terrestre  « 
celle  qui  s'accorde  le  mieux  avec  les  degrés  mesurés. 
Soient  c, ,  c. ,  C3 ,  etc.  ;  les  longueurs  de  ces  degrés, 
L, ,  L.  >  L3 ,  etc. ,  les  latitudes  correspondantes  au 
milieu  de  chacun  d'eux.  Puisque  nous  supposons  que 
la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  qui  s*écarle 
peu  de  la  figure  de  la  sphère,  la  variation  des  degrés 
à  sa  surface  sera  proportionnelle  au  carré  du  sinus  de 
la  latitude;  on  aura  donc  généralement 

'  .    < 

c=i:  a  +  i  .  sin*L,  {a)' 

a  et  6  étant  deux  constantes  dont  la  première  re- 
présente la  grandeur 'du  degré  à  l'équateur  et  l'autre 
dépend  de  <  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

En  substituant  respectivement  c^y  t?,,   Cj,    etc., 
Lj ,  L.,  L3,  etc.,  à  la  place  de  c  et  L  dans  l'équation 
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précédente ,  on  aura  aatant  d'équations  qu'il  y  a  eu 
de  degrés  mesurés.  Si  la  Terre  était  ngoureusement 
elliptique,  et  &i  les  observations  étaient  parfaite- 
ment exactes,  toutes  ces  équations,  de  quelque  ma- 
nière qu'on  les  combinât  entre  elles,  donneraient  à 
très  peu  près  pour  a  et  b  les  mêmes  valeurs;  mais 
cela  n'a  pas  lieu  généralement ,  et  les  degrés  mesu- 
rés à  diverses  latitudes  ont  donné  pour  la  figure 
des  méridiens  des  ellipses  très  différentes»  Il  s'agit 
donc  de  combiner  le  système  des  équations  précé- 
dentes, de  manière  à  en  tirer  les  valeurs  des  inconnues 
a  et  b  qui ,  substituées  dans  la  formule  (a) ,  repré- 
sentent,  avec  le  plus  de  précision  possible,  les  me- 
sures observées.  Voici,  pour  y  parvenir,  une  mé- 
thode très  simple  et  qui  peut  être  utile  dans  une 
infinité  de  cas  semblables,  par  exemple,  lorsqu'étant 
donné  un  nombre  quelconque  d'observations  d'une 
comète,  il  s'agit  de  déterminer  parmi  toutes  les 
courbes  paraboliques  qui  peuvent  représenter  sa 
marche,  celle  qui  satisfait  plus  exactement  que  toutes 
les  autres  à  leur  ensemble. 

Comme  il  est  impossible,  quelque  valeur  qu'on 
suppose  aux  constantes  a  et  b,  de  satisÊsiire  à  la  fois 
à  toutes  les  équations  qu'on  peut  former  par  la  sub^ 
titution  des  quantités  ^^ ,  c»,  etc. ,  L|,  L«,  etc.,  à  la 
place  de  c  et  L  dans  l'équation  (a) ,  on  suppose  que 
les  différences  des  résultats  sont  dues  aux  erreurs  dont 
les  observations  sont  susceptibles.  La  question  revient 
alors  a  trouver  le. système  de  ces  erreurs ,  qu'on  peut 
distribuer  arbitrairement  sur  l'ensemble  des  observa- 
tions, dans  lequel  la  plus  grande  erreur  est  moindre. 
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abstraction  faite  du  signe  ^  que  dans  tout  autre  sys- 
tème, et  à  déterminer  a  et  6  par  cette  condition. 
C'est  à  quoi  on  parvient  très  facilement  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés  ^  imaginée  par  M.  Le- 
gendre ,  et  que  Laplace  a  en  effet  reconnue  comme  la 
plus  exacte  et  la  plus  simple  que  l'on  puisse  employer 
dans  toutes  les  quqstions  de  ce  genre.  Ce  procédé 
consiste  à  rendre  la  somme  des  carrés  des  erreurs 
un  minimum  par  rapport  à  chacune  des  inconnues 
du  problème.  On  forme,  en  exprimant  analy  tiquement 
cette  condition,  autant  d'équations  qu'il  y  a  d^ificoi>- 
nnes  à  déterminer ,  et  il  ne  reste  plus  pour  les  obte>- 
nir  qu'à  résoudre  ces  équations  par  les  méthodes 
ordinaires. 

Soient  donc  e,,  e«,  e^y  etc. ,  les  erreurs  des  degrés 
mesurés  c, ,  ^.;  etc.,  en  substituant  c,  •+-  e,, 
c^  ^e^y  ttc. ,  à  la  place  de  c^ ,  e. ,  «te.  ,.dans  la  for- 
mule (a),  on  formera  les  équations  suivantes  : 

Il  » 

•  c,  — '  a —  A.sîn*  L,  =  ^, , 
r,  —  fl  — !&.sin*L.  £=3  e,, 
^3  —  ^  —  i.sin^ L5  =^3,  ^     (b) 


c^  —  ^  _.  i.sîn*  L„  =3  ^,j 


n  étant  le  nombre  des  degrés  mesurés. 

Il  faut  exprimer  maintenant  que  la  somme  d^s 
carrés  des  erreurs  ej  +  ej  -4-  etc. .  est  .un  mnànum 
par  rapport  à  chaque  inconnue  aetb,  ce  qui  revient 
évidemment  à  multiplier  tous  les  termes,  de  chacune 
des  équations  précédentes^-pàr  lecoefficient  de  celte 
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inconnue ,  prî$e  avec  son  signe  ^  et  à  égaler  à  zéro 
la  somme  de  ces  produits.  Ainsi  ^  tous  les  coeffi* 
ciensde  a  étant  Tunité  dans  les^éqqations  précédentes, 
-pour  obtenir  l'équatioïi  du  mi^niidm  par  rapporf;  à  a, 
il  suffira  de  les  ajouter  entre  elles;  'pour  former  la 
même  équation  relative  k  h,  on  multipliera  la  pre- 
mière par  sin*  L, ,  la  secondé  par  sin*  L» ,  la  troi- 
sième par  sin'Ls,  etc.  Oaajout^^  ensuite  entre  elles 
les  équations  résultantes^  et  en  égalant  à  zéro  les  deux 
sommes  précédentes^  on  aura  les.équatîons  cherchées. 
On  trouvera ,  de  cette  manière  /  les  deux  équations 
suivantes  :  .  . 

*  r. 

•      •  •       •  •  .  , 

an  -|-i.2.sîri*L,  — l.c^  =  ô,  | 
û .  2 , sin^  Lj  -f-  i .  2  .sin^  L,  —  2 .  c,  sin*  L^  =  o,  '  )  ^^^ 

la  éar^etéristique  2  désignant  généralemeii^  la 
somme  de  toutes  les  quantités^seoiMables  qu'on  4)eut 
former  en  considécant  Tensisixible  fdèSf  obstervatious 
données. 

Les  deux  équations  (c)  suffiront  pour  déter- 
miner a  et  b,  et  en  substitual^itLjeiïSuile  leurs  va- 
leurs  dans  les  équiitioi^s  (^)y.  pu  aura  les  erreurs 
^if  ^ft>  ^3  9  etc.  ^  qui  conviennent  au  système  où  les 
erreurs  extrêmes  sont  renferipi^ée^  dan$  les  plus  étroites 
limites  possibles ,  et  l'on  verra  si  ces  erreurs  sont 
telles,  qu'on  les  puisse  attribuer  aux  iflcorrtctÎQns  de 
l'observation.  Mais  si  parmi  elles  il <  s'en  ttotTâit 
quelqu'une  trop  coùsiderab))^  pour  qu'il  soit  possible 
de  l'adinettre,  oh;  rejetterait  les.  degrés  mesurés  «qui 
ont  donne  cette  erreur  comme  provenant  d'opérations 
défectueuses,  et  l'oii  déterminerait  les  constantes  a 
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et  6  au  moyen  des  équations  restantes  ^  qui  donne- 
raient alors  diss  résultats  beaucoup  plus  d  accord  avec 
les  observations. 

Coaime  les  considérations  qui  précèdent  sont  fon- 
dées sur  la  supposition  que  les  degrés  croissent  propor- 
tionnellement au  carré  de  la  latitude  ^  et  que  la  même 
loi ,  dans  Thypothèse  de  la  figure  elliptique  de  la 
Terre,  convient  également  à  la  variation  de  la  lon- 
gueur du  pendule ,  il  est  clair  que  la  méthode  que 
nous  venons  d'exposer  peut  s'appliquer  identique- 
ment aux  mesures  du  pendule  à  secondes  observées  à 
diverses  latitudes,  et  donne  le  moyen  den  déduire 
avec  le  plus  grand  degré  de  probabilité  possible  Ta- 
platissement  de  la  Terre. 

40.  La  méthode  précédente  est  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  employer  pour  reconnaître  si  la  figure  du 
sphéroïde  terrestre,  conclue  des  mesures  géodésique^ 
prises  à  sa  surface  et  de  l'observation  du  pendule , 
8  accorde  avec  celle  qui  résulte  des  autres  phéno- 
mènes; mais  elle  suppose  que  les  degrés  du  méri- 
dien que  Ion  compare  entre  eux  opt  été  conclus 
d  arcs  différens ,  mesurés  dans  des  régions)  éloignées 
du  globe.  S'il  s'agissait  simplemenf  de  déduire  de 
l'un  de  ces  arcs,  mesuré  avec  beaucoup  de  soin,  comme 
la  été  Tare  compris  entre  Dunkerque  et  Barcelone , 
l'aplatissement  de  la  Terre,  voici  la  méthode  que 
Ion  suivrait  dans  ce  cas. 

Nous  avons  vu,  n**  34,  que  si  l'on  suppose  que 
la  Terre,  originairement  fluide,  a  conservé  en  se 
refroidissant  la  figure  qu'elle  avait  prise  à  l'état 
d'équilibre,  le  rayon  de  sa  surface  pouvait  .être  ex- 
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primé  par  la  forimilesuivMte  : 

r  =  a(i — aAcos*fl), 

a  représentant  le  demî-axe  de  Téquateur,  0  langle 
que  forme  le  rayon  r  avec  l'axe  des  pôles ,  et  cth  la- 
platissement  de  la  Terre ,  que  nous  regardons  comine 
une  très  petite  quantité  dont  on  peut  négliger  le 
carré  et  les  puissances  supérieures. 

Nommons  s  l'arc  du  méridien  terrestre  corapris 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  aet  r;  on  aura  géné- 

.  ralement  ds  =z^--  v/f*^6*  +  dr*  $ .  l'arc  s  étant  sup- 
posé croître  de  l'équateur  aux  pôles.  La  valeur  pré- 
cédente de  r  donne ,  en  la  différenciant  » 

dr  z=:  nacth  s\x\  0<ros  6^9. 
On  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre 


CL-, 


cfe  ==  •^—  r^6  =  —  ad^.  (i  — aethcos,'^ 8)  , 
d'où,  en  intégrant ,  on  tire 

s  =con3t.  —  a8.(i  —  j^ctk^^^.aah  sinaô. 

Introduisons  dans  cette  formule,  aii  lieu  de  l'angle 
fl,  la  latitude  L  correspondante  a  Vextrémi  té  de  Tare  5. 
Quelle  que  soit  la  nature  dû  méridien  terrestre,  il  est 
aisé  de  voir  qu'on  aura 

tang[9-(90--L)]  =  ^,      • 
d'où  Ton  tîre,  en  observant  que  dr  est  du  premier 
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ordre  par  rapport  k-a,^  et  que  tioM  liégllgeôâs  lé 
carré  de  cette  quantité  ^  -      ' 

OU  bien  en  substituant  pour  /•  et  ^  leursJ  valeurs  * 

L  =  90**  —  0  +  a/i  sin  29  j 

on  aura  donc  réciproquement 

0  =  go°  —  L  +  «A  sin  aL. 

Cette  valeur  substituée  dans  l'expression  de  5  donnera^ 
aux  quantités  près  de  Tordre  a*, 

s:=:a(i  —  ^^h)  L — ^.aahûn  2L. 

Nous  n ajoutons  point  de  constante  au  second niem* 
bre,  parce  que  nous  supposons  l'arc  s  compté  de 
Téquateur ,  ce  qui  donne  ^  =s  o  eh  même  temps  que 
L  =  0. 

Désignons  par  S  le  quart  du  méridien  terrestre;  en 
faisant  dans  Téquation  J)récédente 

on  aura 

I  .  •  •        ':  ■ 

et  par  conséquent, 

5  =  — .(L  —  fa// sin  2L).  \. 

«  a     > 

En  désignant    par^  L'  ïa  latitude  correspondàh\e  '  à 
Tome  H.  2g 
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Ytxteémté  d'vaa  «utro  are  dn  méridien  9',  on  aurait 
de  méçoe 

/  =  ^.(L'— laAsinaL'). 

L'arc  compris  entre  les  deux  parallèles  çorresponr 
dans  aux  latitudes  L  et  L'  sera  donc 

y  — *  =  7- .  [L' —  L  — -4  oA  (sin  aL' —  sîn  2L)]. 


Cette  équation  établit  la  relation  qui  doit  exister 
entre  la  longueur  d'un  arc  quelconque  du  méridien 
et  les  latitudes  de  ses  points  extrêmes.  Soit  s  la  lon- 
gueur du  degré  moyen  du  méridien  terrestre  y  oa 
la  longueur  du  degré  sous  le  parallèle  de  45*  ^  on 

aura  7-  =  s ,  et  Téquation  précédente  ^  en  y  substi- 

tuant  cette  valeur^  donnera  immédiatement  la  )od- 
gueuf'  du  degré ,  quand  l'aplatissement  ah  du  sphé- 
roïde terrestre  sera  déterminé. 

Maintenant,  soient  L.,  L«,  L3,  etc.,  les  latitudes 
respectives  des  extrémités  des  arcs  du  méridien  i, , 
s^f  Ss,  comptés  de  l'équateur;  en  substituant  suc- 
cessivement ces  quantités  à  la  place  de  L  et  de  ^ 
dans  l'équatioii  précédente,  on  formera  un  sys- 
tème d'équations  semblables  qui  serviront  à  déter- 
miner l'ellipse  qu'indiquent^  avec  le  plus  de  vrai- 
semblance ,  pour  le  méridien  teiTestre ,  les  arcs 
mesurés.  Pour  cela ,  on  appliquera  a  ces  équations 
|a  méthode  du  n*   39;   oi|  désignera  par  c^  ^1, 


€■ 
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'Cs ,  etc.  f  les  arç^  ixiflsurfg  Au  ,  n^ridie^  à  fMip^ 
du  par^Uèie  qi:^i  qonres^piûnd  f^  ifi-  latitude  L,,  j^^ 
sortqquW  aura  c^r=^s^ — ^,,  c^=:y,-^f,,  ^|c,j 
on  nooiipera^  ^omme  precédemméat,  L^^  L^>  Lu  etc*» 
les  latiti^deâ^  et  Ton  Résignera  ipate^^e^,  ^1  l^s  ^r 
reurs  jdotit  ces  latitudes  sont  affectées^  et  qt^'oa  pçnt 
attribuQr^  so^t  fii^x  .obs^ir^ation^  asti^aomiques  ^xm 
elles  sont  dédjiUes^  spit  aux.mesares  geodésiques  499$ 
les  inexactitudes  influept  sur  ]tea  latitif4çs  .des;  par: 
rallèles  qu'on  supposé  ^pares  par  .le$  interv^ies 
^ly  ^^p  ctc-  Les  çrre^rs  e, ,  e, ,  63,  etq.,  étant  d^tr^^ 
petite]^  quautl^^^.^  op  pojirra  d'^iiteurs  négliger  le3 
termes  où  elles  se  trouveraient  multipliées  par  çf^  ;  0|i 
aura, ainsi  les  équations  suivantes  : 

3  c        ■ 

3  c  * 

Ls  — L,  — --«AwnCLs  — ^)-Qos{L,  +  L,)— -^  ==<^-:^*3, 


3       .  c 

Lm  —  L, «&sin(L»  —  L,)  .cos(Ln  +  L,)  —  ~ =*, — c«. 

Dans  ces  équations ,  ]es  latitudes  L  et  L' sont  suppo^ 
sces  exprimées  en  degrés  ;  il  faudra  donc  exprimer  de 
même  la  quantité  ab  »  ce  qui  revient  à  multiplier  ^ar 

les  —  coeffiçîens  dont  elle  est  affectée. 

Coixime  il  est  important  de  déterminer  les  erreurs 
<?j,  e^p  etc.,  indépendjamment  Tuné  de  'Vautré,  o& 

^9 


•  • 


V 
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pourra  cotisidérar  e^  comme  une  nouvéllfe  iolcônnue 
donnée  par  Féquation  ^,  —  e,  as:  o  ;  eu*  joignant  cette 
équation  à  celles  qui  précèdent^  on  aura  aatantd'é- 
qùatîons  qu'il  y  a  eu  d arcs  mesurés  ^,,  c^y  etc.  On 
déterminera  «isuite^  par  la  méthode -des  moindres 
carrés ,' rbypolfaèse  eUiptique  dans  laquelle  la  pim 
grande  erreur  est  un  minimum  ^  et  Ton  rei^oimaitra 
si  elle  est  com^prise  dans  les'  limites  de  celles  dont  les 
t^servations  sont  susceptibles. 

Les  mêmes  considérations  conviennent,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  n^  Sg ,  aux  observations  de  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes^  mesurée  à  difTérentes 
latitudes. 

4i.  Appliquons  d'abord  les  méthodes  précédentes 
aux  principaux  résultats  qu'ont  produits  les  grandes 
opérations  entreprises  en  diverses  coïitrées,  pour  ob- 
tenir la  mesure  exacte  des  degrés  des  méridiens  terres- 
tres. Parmi  ces  degrés,  choisissons  les  cinq  suivans, 
qui  sont  évalués  en  parties  de  la  double  toise  qui  a 
servi  à  mesurer  lare  compris  entre  Dunkerque  et 
Barcelone  et  à  laquelle  on  a  donné  le'nom  de  module. 
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1 

On  yoU  >  par  C6  <  faUeati ,  <^  >  >qi|^IJk  <I^e  âoit-l^i 
figure  de  lai  XeireVtttirt^s.fes^obfitePjr^Ucv^^ 
dent  à  xnontrep,4;piel  les'  degrés  4a  i  tJflériàien.  yfipti  e^ 
aàgmentaxit  de  I'éq!a4t6ur  a^qix  pQlé$i;Ce  .qaiiÂodiquserj 
n^  39 ,  une  diminutioi^iÇorr^spai^fcUia^Ç  /dans  }e^  rayons 
du  sphéroïde  terrestre  ^  et  par^cof^séfuentrMu  .apla- 
tissement dans  le  ^os  des  pôles.    :.      ,    . 

Au  xxioy^n^  de^  ce/l- valeurs^  le$  équationsi^fr^  du 
n'' 3^  deyiei^De^tz       ,  .     ^     .  :, 

285^6"^  ;5  -i-  a  —  3.o",ooobo  ==  «,  J     * 
'   •'  is85i8     ,5  ^  a  —  A.'o,5ôi5e  ==  e;  I' '• 

:  '^  '28469    ,é,^  a-  va654*i  .==  ei'jr^)* 

•     ••»  «     é   ••  i  '    '        .«;•  "".'fi'.        «r*!*'*/         «*■,#*,.      « 

2870a    ,5?  —  à;— i,ô,?3.é87*?d'ès;r  - 

et  Ton  en  déduîlrtpourile&'éqQalioiiK^qui' résultent  de 
la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  «erreur»  soi  t 


*     '  '    ,         '        î"..  /     •  '      '        :i  -:'   j! 


.  .«-f  *.p,42535  —  28519-:°*.  =;  o, 

a  +  6.0,60508  —  28582"^  .=^  o.. ,  • . 


d'oùrôn  tîi^ 


,    «.6=6.3^68"^;^ ':-*iaî!'gfî4^:,47Sj-.^.;>.' 

On  aura  donc  géoéraleinent.poui;  l'e^pressiou  d,%dç-- 
gré  du.  n^éridien  terrestre  cprrp^ppucj^qt  à  il^jïati- 


•  c  =  28368"-*  -f  554"-^;47  «in*  L":  '' ^^'l; 
»Npiisi,javpfl5  yu,  ^°;5^  ^  qu^):l'Acprc»$s«fnçiit  des 
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est  à  ttès  fÀtJ^'pti^'^^ik'SmMsS^f^Ù^  mh  éiantTei- 
>ê6nfi4dté  de'  l^Uifiâè  y  «t ^  le^  di^Mirëi  de  l'ë«[iji^fl8tir  : 
Ift  foith^îëi^éoetkiâte^^te^tië  d^cyà  tiè»  f^ett  près, 
•^ .  pour  fa^aik^éill^tît  4lli  ëpbdraï(kf  tert^estre. 

Eii  àdô^àn^'^o^i*  la  Tert»ô  la  figure  «fUipti(}^e 
que  ces  résultats  lut  ^upposëâ^t ,' bd  tMu^e  ^ue  k 
'pluS^^grsiâdé  dies  ért^iifô''<{Ui^ciiM^  d^  dti^.KfOnitmses 
dans  la  mesure  des  degrés  du  chféridtetl'  tei^esti^ê, 
et  qui  portç.  sur  Ig  degré ,  dujcap  de  Çonne-Espé- 
rance ,  m^uFQ  Mr  La  Caille ,  est  Île  43^"*^  ,6.  Celte 
erreur  a  garu  d'ai^prid  trom  considérable  pour  pou- 
voir être  admise ,  et  Ton  a  conclu  que  lés.  degrés  du 
mei^icuen  varient  jsuivant  une  lot  très  ditterente  du 
can^e  du  smûs  de  la  latitude ,  et  que  par  conséquent 
le  spfaéiéulë'-tenrestDe:  s'éeelrte'  |etuililènient  •  de  la 

Cependant,  comme  l'ellipsoïde  est,  apnesia  sphère; 
la  figure  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  que  l'on 
puisse  adbpter  pôi^r  k  Terre,  yt'tfîl'éllé  est  indiquée 
d'aillem^  par  toutes  îës  Tms 'db  mydi'dstàtïque ,  on 
aurait  dû,  avant  de  la  rejeter  entièrenient..  atteodre 
que  le  temps  eût  permis  de  vérifier  les  mesures  des 
degrés  qid.âettibtâie&l;  è'en  ^datrte>ld«vastage  ,  d'au«* 
tant  que  les  opérations  de  ce  genre,  exigeant  une 
ëktéfaië  délîcatéssëV^ônrplus  m'au^^^ 
-èe^tajl^  a^lèiidaûdfes.  lî'eipâ'ience  a  plettèrii^t 
confirmé  ces  observations,  et  la  mesure  du  degii^iJe 
Laponiei  exécutée,  de  noi^eau.et^^ecjbeaucoupde 
soin  par  des  astronomes  suédois ,  pendant  les  années 
'iSoï,  'iê6^  et  ièoS>  a&ît  ^eoatihà^f^^iïûé^er- 
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reur  bfiWQOiip  plos  ;  gnrre  que  celle  qu'indiquaU 
l'analyse  precé4ente  s'était  glissée  dans  la  mesure 
du  mênifs  degré,  e^céçuteè  en  1756  par  Clâîraùt , 
Maupertuis^Lemonhiéry'Çîamus,  Q^lbîer.et  Celsius. 

La  grandeur  du  degt^é  sôùs  le  cercle  polaire  $'e^t 
trouvée,  d'après  ces  nouvelles  opérations ,  de  ii5"*** 
plus  petite  que  celle  qu^on  lui  avait  d'abord  assignée, 
ce  qui  le  tédirit  à  28587"*^',5.  Cette  correction  est 
d'autanît  pins  précieuse ,  que  la  nouvelle  mesure 
donne ,  pour  ^aplatissement  du  sphéroïde  terrestre  , 
une  valeur  qui  s'accS^w^beaucoup  mijeux  avec  l'a- 
platissement qui  résulte  des  observations  du  pen- 
dule et  des  autres  phénomènes,  que  celle  que  Ta 
première  indiquait,  et  qui  coïncicle  entièrement  avec 
la  vaYefur  dé  cet  aplatissement  qu'on  a  déduit  de  la 
comparaison  du  nouveau  degré  nieisuré  en  France  Si 
celui  de  Féquateur  mesuré  par  ISbuguer. 

En  effet,  si  l'on  introduit  la  correction  précédente 
danâ  les  équations  (e),  on  trouvera,  pour  les  deux 
équations  du  minimum ^ 


'  '  •  t 


tf^  friO,425S5  — -  ^^8496=^, 
a  -4*  6.0,60808 —  28541  =s  o , 


d'oà  Ton  tire 

">->.•  . .      .  ... 

oe  ^  dortoe  ^g^r^  fu^vr  l'apkliàsfment  ;de  :1a 

Terrfe. On  trouve,  coihmé  on  le  verra  plus  W,  eu 
comparant  les  longueurs  du  pendule  à  diifféreutés 
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latitudes,  57-  pour' la  valeur  de  cet  a^latîésemeiit  :  la 

lU^QÇure  des  degrés,  et  Fobservatioa  des  variations  de 
.l'intepsitë  de  ]a.  pesant^r  .à;la   surface  -du  globe , 
.donnent  ainsi  a  la  Terre  a  très  peu  près  la  même  ngurc 
jglliptique. 

:  .42.  U  est  dpnc  presque  démoatré  qu^une  ioexacti- 

{ti^de  grave  s!était  introduite  dans  la*ix]|çs]ure,du  degrj^ 

.de  Jjaponie:  et  cela  est  d'autant  plus  vrai.sexx4)Iable, 

que  cette  erreur  de  ^23o  toi^^ne  porte,  pas  eotière- 

^xpent  sur  les  mesures  géo^jgjues ,  ce  qi|i  paraîtrait 

..eu  effet  inadmissible.  Il  suffit  pour  Texpliquer  de 

supposer  une  ^erreur  de  quelques  seconde^  daus  les 

latitudes  des  points  e3^trêçtxes  de  l'a^c  Wj^f uré.par  les 

académiciens  français,  et  la  di^culté. des  ^^erva^oxis 

,qni  servent  à  les.  dé  terminer  x;eflud  cettQ  supposîl;ioa 

très  plausible.  Sanjjdpji^te,  des  erreurs  du  m^me  genre 

,Qnt  pu  se.  glisser  d^ns  la  détermiijatîjon  dJautres  de- 

^ré^  n^esùrés  du  méridien  tçrres,ti75;.  Oa  dpit  (|.oac 

être  extrêmement  circonspe^it   sur  ^les  !  cpndu&içns 

qu'on  en  tire  ;  et  c'est  par  cette  raison  que  y  parmi 

le  grand  nombre  de  ces  mes^^es  qjiie^nous.possédons, 

nous  avons  , choisi  celles  ^i:y.pa,r  tes  soins  qu'on  a 

mis  à  leur  exécution  et  par  la  réputation  des  obser-- 

vateurs,  nous  ont  semblé  devoir  inspirer.  le  plus  de 

confiance.    La   méthode  de  combinaison  appliquée 

aux  équations  (a)  est  aussi  très  propre  à  diminuer 

l'influence  de  ces  erreurs  sur  les  résultats;  on  doit 

obsefvei*  en  gëaiéral  que/  comme  les 'arrbitt)aiî^9  qui 

.eptreot  dans  réqu^fipn  (^)  ne,soj(itj,qu'a.Uf)noi9J)re 

de  4^.ux;  U  suffira  jC^e.  deux  deg^;és  mesurés  à  la  si^fjice 
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de  h  Terre  ^  pour  faire  connaître  son  .aplaiissenisent 
et  la  longueur  absolue  du  degré  80us  lequateur.,  Si 
la  Terre  était  un  sphéroïde  exactement  elliptique , 
on  obtiendrait  donc ,  à  très  peu  près ,  les  niéisies 
valeurs  des  constantes  aexbf  en  comparant  deux  à 
deux  tous  les  degrés  mesurés  jusqu'à  présent;  mais 
cette  comparaison  produit  au  contraire,  des  diffé- 
rences qu'il  est  dilfficile  d'attribuer  aux  seules  erreurs 
des  observations;  on  en.  doit  conclure  que  la  6gure 
de  la  Terrç  est  très  irrégulière  et  beaucoup  :plus 
compliquée  que  nous  j^  l'atons  sUpiposé.  On  coqçQit, 
en  e^Tet  ^  q^'en  admettant  même  que  la  figure  d^  la 
Terre  est  cgUe  qui  résulte  des  lois4e  THydroatutique, 
mille  circonstances  Qx\t  pu  modifier  ces.  lois  de  ma- 
nière à  l'écarter  sensiblement  de  l'ellipsoïde,  jp^^ideh 
grés  mesurés  à  sa  surface  indiqujsnt  d'vn^  il^aQi^re 
manifeste  ces  écarts  ;  ils  donnent  même,  lieu  de  pep'>- 
ser  que  les  deux  hémisphères  ne  sont  p9S.  semblables 
de  chaque  cô|é  de  l'équateut.  Ain^i.la  longueur  du 
degré  mesuré  par  La  Caille  au  cap  de  BonnerEspé- 
rance  ^  surpasse  celle  des  degrés  mesurés  à  une  égale 
latitude  et  même  .à  des  latitudes  plus  grandes  dajos 
l'hémisphère  boréal  de  la  Terre.  Le  moyen 'le  plus 
propre  de  diminuer  l'influence  de  ces  différerlces  i^ 
ainsi  >que  celle  des  erreurs  dont  les  observations  sont 
susceptibles  y  ;  est  donc  d^  combiner  entré  eUes.  un 
grand -nombre  d'obseryations ,  comme  nous  l'avons 
fait  u^ i^iyOxji  du  moinis; de  oejnpaiton dés  degrés  ni^e^ 
suréisi  à  des  latitudes  assez  distantes  pour  quie  jes  ré«- 
sulitats  soient  indépenidans  de& effets,  qui  tieçiaCintauK 
-  irréguliiritéa  de  :  la  Tertre  et  à  4^3  cirjcppslaiibce^  f puri^ 
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cpent  locales.  C'est  âbni  ipCm  companmt  au  degré 
du  Pérou  le  degré  de  France  tpû  a  été  caftelu«d  an 
arc  plus  grand  qu'aucun  de  ceux:  qui  avaient  été 
mesurés  jusqu'ici,  et  qui,  par  les  soins  et  les  io- 
mières  de  x:enx  qui  l'ont  déterminé,  présente  peu  de 
chances  d'inexactitude,  on  a  trouvé  pour  l'aplatisse- 
ment  de  la  Terre  j|^ ,  valeur  qui  s'accorde  exacte 
inent  avec  celle  que  doniie  le  nouveau  degré  de^ja^ 
ponie  comparé  aux  autres  degrés  dont  les  mesures 

sot|trapportéésdansle*â]>leaudo  n^4<'  ^  résultat 
<a  servi  à  établir  h  base  de  notre  système  de  mesures. 
lie  quart  du  méridien  terrestre  conclu  de  l'arc  me- 
sBÈvé  entre  Dunlerque  et  MontjOui  e^ ,  d'après  cet 
-aplatissement,  de  iiSôSSyO"^' ,  et  le  mètre,  qui  en  est 
ia  dix-millîohième  partie,  est  ainsi  égal  à  o"^'  ,2665370 
OU  à  o**^,5i3o749  la  toise  étant  celle  qui  a  servi  à  ta 
mesure  du  degré  du  Pérou.  Ce  simple  avertissement 
suffirait  pour  qu'on  pût  retrouver  en  tout  temps 
i  unité  fondamentale  de  nos  mesures ,  si  «on  étalon 
venait  à  se  perdre  ou  à  s'altérer  dans  la  suite,  à  moins 
cependant  qu'il  n'tfrrivàt  quelque  grand  changement 
dans  la  constitution  {^ysique  du  globe.  C'est  sans 
doute  par  cette  raison  qu'on  a  choisi  la  grandeur  de 
là  Terre  pour  la  base  de  notre  système  métrjqoe>  de 
préférence  aux  autres  élémeasis  proposés  pouroetoln 
jet.  Ainsi,  :^r  exemple,  la  iénguetir  du  pendule  qu'on 
vient  •  récemment  cl^emplor]^er:ea  Angleterre  à  Féta- 
Miisement  d'un  nouyeiMi  système  de  mesur<e8,  n'oâre 
point,  à  bea^xconpprès,  le  meème caractère  de  fixité. 
¥Ja  effet,  l'intensité  de  la  pesanteur,  et  par  consé* 
•quftrtt la  longueur  du  p3ftflale,  est  sujette,  non-sea- 
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lenent  comme  les  'ares  meewéés  du  méridien ,  à  des 
variations  qui  dépendent  de  la  figura  de  la  Terre  et 
des  irrégularités  de  sa  surface ,  elle,  en  éprouve  en- 
core- de  particulières  qui  tiennent  à  la  non  homo- 
généité des  dîfierentes  parties  de  cette  surface^  et 
enfîa  rien  n'assure  que  Tintensité  de  H  pesanteur 
est  en  elle-même  inaltérable  ^  et  qu^elle  ne  .subura 
pas  danâ  la  suite  des  siècles  des  modifications  sem«- 
blables  à  celles  ^'éprouve  continuellémetit  le  ma^ 
guétismeài  la  surface  du  sphéroïde  terrestre* 

45.  Choisissons  n^aintenant  y  pour  déterminer  la 
figure  elliptique  de  la  Terre ,  des  arcs  de  méridien 
îAësuréë  k  des  latitudes  peu  ciiflKrentes.-  Les*  résultats 
suivans^  provenant  des  opérations  exécutées  avec 
uusoîn  extrémè^^par  Delambre  et  Méchain,  pour  la 
mesure  de  lare  du  méridien  compris  entre  Dunlerque 
et  Montjoui^  on  peut  compter  sur  leur  exactitude. 


Lhraz  de  TobserTation. 


Carcawonne 

Ëva*6x 

Pari*  (aïu  Patichéoti) 
Dankerqnc. ...... 


'mm 


Latitudet. 


43. Ta. 54, 4^ 
4<5.io.4af5a' 
48.50.49,75 
5i.  â.to,5d 


K 


Distances 
des  quatre  dernières 
stations  an  parallèle 
de  Monjotti^ 


5a74g-»^,48 

ai33i9   ,77 
37579^   »^5 


En  substituant  ces  valeurs  dans  Tes  équations  (d) 


10000 


du  n""  40  9  et  en  £itaaiit  s  ps» -^*^r— .poiiri^vîter  d^opérer 
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sur  de  trop  grauds  aombres  p  ,on  formera  les.  ciuq 
équations  suivaates  ; 

e/— e,=  o. 0000000  .ff-f-o.oooooo.a^—-o**o6oco, 
e^  —  e|=  5.274948  .^+o*26258i.a^—i  ,85266,1 
egi— ^g=  13.717405  .^+0.309605. a^ — 4*Sï6^2»/(J 
e^ — ei=2i. 3361977. S — o.o4ô978.a^ — 7*48469>| 
es — e,  =  27.579256  .€ — o.6o44i4'^^ — 9*^7^79- 

r  * 

Eu  ajoutant  entré  elles  ces  éqûalions  ^  ;  après  avoir 
fait  passer  l'erreur  e^dans  le  second  membre ,  et 
>  en  égalant  à  zéro  leur. sommes  on  trouVe   > 


5ô4=:---^7.9o3564-?+a.073ao8iaA4-;xS..i3^7ii.7. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  Cj  qui  résulté  de  cette 
équation  dans  celles  qui  la  précèdent,  conformémeut 
à  ce  (qui  a  été  dit  n^^^o,  on  formera  les  cinq  nou- 
V elles  équations  suivantes  : 

e,= — i3.58o7i3*S+(). 014642. a^+  4*76545i 
e.=-—  8,305765.^+0. 277225. aA-|-  2.91277, 
^3^=  o. 1(36690. f-f-c|.324245*aA —  o.oSoSg, 
e^=i  7.751264.5— €j.oa6357.fltft-—  3.719*6, 
^5=  ^   15.998525. 5— ci. 589772.flfcA — 4^9^^'^' 

d'où  l'on  tire,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
pour  déterminer  les  valeurs  des  arbitraires  5  et  ai, 
les  deux  équations  suivantes  : 

O  =— 178. 705291 +Ç .  509,48074 — a^ .  10,91 7 17, 

0=  5;,827288 — 5.  10,917 i7-j-pç^,.  PtSSoyS. 
La  [résolution  de  oes  équations  donne 


/ 
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^=5=0.3509117,     a^=s  0.0069227. 


lOOOO 


Nous  avons  supposé  le  45*  degré  s  =  — s —  ;  on  aura 
donc  ainsi    . 

s=:=28497f2,,«A  =  j^^^'^^^^^ 

Telle  est  donc  la  valeur  du  degré  moyen  et  de 
1  aplatissement  du  méridien  terrestre  qu'on  déduirait 
de  la  seule  considération  des  degrés  mesurés  en 
France.  La  figure  elliptique  qui  en  résulte  pour  la 
Terre  difiere  beaucoup  de  celle  qu'on  détermine  par 
la  comparaison  des  mêmes  degrés  au  degré  mesuré  à 
Téquateur,  par  les  observations  du  pendule  et  par 
d'autres  phénomènes  astronomiques.  Cette  figure 
d'ailleurs  ne  saurait  se  concilier  avec  les  lois  de 
l'Hydrostatique  ni  avec  celles  de  la  précession  et  de  la 
nutation,  qui  défendent  de  supposer  au  sphéroïde 
terrestre  un  aplatissement  plus  grand  que  dans  le 
cas  où  toutes  ses  couches  seraient  d'égale  densité, 

c'est-à-dire  supérieure  à  -^. 

heà  valeurs  de  etk  et  de  €  sont  celles  qui  convien- 
nent à  la  figure  elliptique  du  méridien  terrestre  qui 
donne  un  minimum  pour  la  plus  grande  des  erreurs 
commises  dans  les  mesures  qui  ont  servi  à  déterminer 
Varc  compris  entre  Dunkerque  et  Montjoui;  si  l'on 
substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (f),  on 
trouve  ,Tpour  ces  erreurs  exprimées  en  secondes ,; 

e4=+2",03,     '^S^ 0",72. 


469  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Ainsi ,  la  plus  grande  erreur  ne  monte  pas  à  plus  de 
:st'f  et  leur  moyenne^  abstraction  faîte  du  signe,  est  de 
o",96  ;  ces  erreur  sont  comprises  par  conséquent  dans 
les  limites  de  celles  dont  les  observations  sont  sus- 
ceptibles. 

Mais  pour  mieux  se  convaincre  que  les  mesures 
qui  résultent  des  opérations  exécutées  en  France 
ne  permettent   pas  de    supposer    à  la  Terre  une 

ellipticité  de  -r- ,  et ,  à  plus  forte  raison ,  une  elliptî- 
cité  moins  considérable^  supposons  dans  les  équa- 
tions (f)  ah  =  -5-,  on  aura 

e^  £=  /^.j654g^  —  i5. 580715. C, 
e,  =  2,913979 —  8.5o5765,^> 
«3  ,=  —  0.049176  -|-  0^136690.^, 
64  =  —  a. 719575  •+-  7.75i264.€, 
es.  =ï  -—  4«9i09:;i7  +  i5.998525.f. 

En  combinant  entre  elles  ces  équations ,  on  troave 

o  =  —  178.7537  -l-'ff Aï» 509.480741 

d*oii  Ton  tire ,  pour  la  valeur  de  €  qui  rend  la  plus 
grande  des  erreurs  un  minimum  y  ^=s:o.55o855,et 
par  suite  pour  la  longueur  du  degré  moyen  ^ 

.s  =  28502"^', 

valeur  qui  s'accorde  assez  bien  avec  celle  de  a85o^ 
qui  résuUe  de  la  comparaison  du  degré  t}e  France  à 
celui  du  Pérou,  ^n  substituant  pour -Ç  sa  valeur  dai>s 
les  équations  précédentes  ^  on  trouve 
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La  pins  grande  erreur  serait  ^  dans  ce  cas^  de  «^4''*^^* 
Or  y  Texcessive  précision  avec  laquelle  ont  été  faites 
les  observations  ne  permet  pas  de  supposer  dans  la 
détermination  des  latitudes  une  erreur  aussi  considé-- 

rable.  I/aplatîssement  de  -^   que  les  observations 

faites  en  France  en  1801  donnent  au  sphéroïde 
terrestre  ^  a  d'ailleurs  été  confirmé  par  les  opérations 
exécutées  depuis  en  Angleterre  pour  mesurer  des 
arcs  du  méridien  et  des  perpendiculaire^  à  la  méri-^ 
dienne;  tout  porte  donc  à  croire  que  les  anpmalies 
que  présentent  leurs  résultats  tiennent  à  quelque 
cause  particulière  qui,  dans  ces  contrées,  écarte  sen* 
siblement  la  Terre  de  la  figure  elliptique  ou  qui  ^ 
altérant  d'une  manière  irrégulière  Tbomogénéit^  d^ 
ses  couches ,  fait  dévier  de  quelques  secondes ,  soit 
vers  le  midi,  soit  vers  le  nord,  le  fil-à-plomb  de  Fins*^ 
trument  qui  sert  à  fixer  les  latitudes  des  arcs  mes^rés• 
On  peut  conclure  de  ces  observations  et  de  celles  qui 
sont  développées  dans  les  numéros  précédens,  que 
la  surface  de  la  Terre  étant  très  irrégulière»  ainsi  que 
la  densité  des  couches  qui  l'avoisinent ,  la  mesure 
isolée  d'un  arc  de  méridien,  quelle  que  soit  son  éten-** 
due,  est  peu  propre  à  servir  à  la  détermination 
exacte  de  la  figure  de  la  Terre;  on  tire,  au  contraire, 
de  la  comparaison  de  deux  arcs  du  méridien  mesu- 
rés à  des  ^atitudes  très  distantes,  des  notions  sur 
cette  importante  question ,  qui  s'accord^cnt  très  bien 
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avec  celles  qui  résultent  des  autres  phénomènes, 
parce  qu'à  ces  grandes  distances ,  les  ^fiets  qui  tien- 
nent aux  inégalités  de  la  surface  du  globe  étala 
non  homogénéité  de  ses  parties  disparaissent,  pour  ne 
laisser  subsister  que  ceux  qui  dépendent  de  sa  forme 
générale. 

44'  Considérons  maintenant  les  variations  de  la  pe^ 
santeur  aux  diverses  latitudes ,  et  déterminons  la  fi- 
gure elliptique  la  plus  probable  qui  en  résulte  pour  le 
sphéroïde  terrestre.  Les  observations  des  longueurs 
du  pendule  à  secondes ,  qui  servent  à  reconnaître  ces 
variations ,  gont  plus  faciles  à  exécuter  que  celles  de 
la  mesure  des  degrés  du  méridien;  les  anomalies 
qu'elles  présentent  sont  aussi  beaucoup  moins  consi- 
dérables, parce  que  les  irrégularités  de  la  Terre 
exercent  surces  observations  une  influence  bien  moins 
sensible  que  sur  les  autres  :  on  doit  donc  obtenir  par 
ce  procédé  des  notions  plus  certaines  sur  la  figure  du 
globe  que  par  les  mesures  directes  prises  à  sa  sur- 
face. 

Parmi  les  •  nombreuses  observations  qui  ont  e'té 
faites  des  longueuris  du  pendule ,  nous  choisirons  les 
cinq  suivantes.  Le  pendule  dont  il  est  ici  question 
est  celui  qui  fait  86400  oscillations  dans  un  jour 
Ttioyen,  et -les  mesures  ont  été  réduites  au  niveau 
des  mers,  dans 'le  vide  et  à  la  même  température. 
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I 

LîeiiK 

des 

Obserratîons. 

Pérou • . . . 

Pctil-Goavc 

Paris « 

4 

Pctcrsbourg 

Laponie 


Latitudes 
L. 


09  o' 
18.37 

48. 'j4 
58.  i5 
67.  4 


=»: 


LoD^jueur 

du  pendale. 

à  secondes  /. 


ref< 


o,99o564 
o,99ii5o 
o,9s386; 

0,994589 
o,9953a5 


:   I  n;i  i.r-rr--n 


,    a 


Noms  des  Obscrvatenn. 


I     • 'K*  it 


3S 


Bouguor.* 
Bouguer. 

»        É       • 

Biot,  Mathieu. 

Malïet. 

Clairaut ,  Maaportuis,  etc. 


<        *      î 


!.. 


♦  I    • 


Jl 


On  voit  ^  par  les  résultats  de  ce  tableau  »  qu^ilds 
longueurs  du  pendule  à  secondes  augmentent  d'une 
manière  très  sensible  en  allant  de  Téquateur  au  pèle. 
Soumettons  ces  accroissemens  à  là  loi  de  la  prop6r^ 
tionnalité  au  carré  du  sinus  de  la  latitude ,  pour  re* 
connaître  s'ils  confirment  Fhypothèse  de  la  figttre 
elliptique  du  sphéiîoïde  terrestre. 

En  substituant  9  dans  les  équations  (b) ,  lés  yar 
leurs  précédentes,  on  trouve 


o",  990564  —  «  —  i.  0,00000  =  e,, 
o  ,991  i5o  —  a  —  3.o,iooîft  =  e^, 
o  ,993867  —  a  —  4.0,56672  =  es, 
o  ,994589  —  a  —  ft. 0,72507  =:  e^, 
o  ,9955^5  —  a  —  i. 0,84829  =  es, 


(s)' 


et. en  appliquant  à  ces  équations  la  méthode •  >d^s 
moindres  carrés,  on  aura,  pour  déterniiner  les  va- 
leurs  des  constantes  aetb  qui  donnent  un  nïinimiim 
pour  la  plus  grande  des  erreurs  dont  ÈttÀl  *i^fffcbt^ 
les  mesures  du  pendule  que  nous  avons  adô^tjts^n 
Tome  II.  3o 


a  - 
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o",995o99  —  a  —  A.  0,44765  =  o, 
o  ,994548  —  a  —  A.o,7o5o6  =  o, 

d'où  l'on  tire 

a  =  o"»,99o555,        b  =  o"  fOoSôjSô. 

On  aura  donc  généralement,  pour  rexpression  de 
la  longueur  du  pendule  correspondante  à  nne  lati- 
tude L, 

o'',99o555  -4-  o^jOoSôyg.sin*  L. 

La  valeur  de  a  est  celle  dû  pend\ile  ëquatonal ,  et  l'on 
=  0,0057531.    L'aplatissement    du  sphéroïde, 

4'après  le  n«  35 ,  est  égala  cinq  demi  du  imB^ 
A^  lia  force  centrifuge  à  la  {«santeur  sous  l'équateaf > 
moints  h  valeur  çle  la  fraction  précédente;  ce  rap- 
port pour  la  Terre  est  de  ^,  n»  i6,  livre  I";  l'cl- 
lîpticité  du  sphéroïde  terrestre  est  par  conséquent  de 
o,oo865  —  ^,  ou  de  ^.   C'est  l'aplatissement  de 

l'ellipsoïde  le  plus  vraLsenablable  qu'indiqpent  pour 
la  Terre  les.  mesures  du  pendule.  rappcMtées  dans  Je 
tableau  précédent  j  il  s'accorde  .«Tune  manièçe  satis- 
faisante ayeçxelui  que  nous  avons  déduit,  n"  41,  de 
la  comparaison  des  degrés  du  méridien  mesurés  dans 
des  lieux  «ëpârés  par  de  giandsintervâU^,  çt  avec  l'a- 

platîsseriiéni  dé  ^ ,  qu'on,  déduit  des  inégalités  qui 

»&«l«»tJ*»»sAe,înQ»Me«H§nt  4e,la  J,unp.,àf  Jp  «W 


<  t 
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Si  Ton  substitue  pour  a  et  6  leurs  valeurs  ^précé^ 
dentés  dans  les  équations  (g-) ,  on  aura 

e,=o",opooo9,  e.=o",ooo026,  e3=o"',oooo949   , 
e^  =.  —  o"',oooo72  ,     ^«  =  —  o",opoo47.  > 

Ainsi  donc  9  dans  la  <x>mbinarson  même  la  plus  fa- 
vorable qu'on  puisse  faire  de  ces  équations ,  on  est , 
forcé  d'admettre  une  erreur  de  o"> 000094  dans  les 
mesures  des  longueurs  du  pendule  que  nous  avons 
employées  dans  les  recherches  précédentes^  si. l'on; 
suppose  que  ces  longueurs  varient  comme  lie  c?^rré'<clu 
sinus  de  la  latitude.  Cette  erjneur  n'excède  pas  au 
reste  la  limite  des  inexactitudes  dont  les  observations 
sont  susceptibles ,  et  elle  est  beaucoup  plus  iisiible 
que  les  erreurs  correspondantes  dans  la  mesuf&des 
degrés  du  méridien  ;  ce  qui  prouve  ^  comme  nôlis 
lavons  dit  n°  58 ,  que  les  causes  qui  écartent  la  : 
Terre  de  la  figure  elliptique  ont  beaucoup  moins 
d'influence  sur  ies  variations  du  pendule  que  iur 
celles  des  degrés  mesurés  à  sa  surface.  '  •  ^  >  • 
Cependant  il  est 'à  remarquer  que  ;  bien  qà^éllës' 
toient  moins  sensibles  j  les  mémies  irrégularités  ^ti^ 
observe  dans  les  degrés  du  méridien  conclùÈ^  d'Irrt!^ 
très  rapprochés  entre  etue^  se  reproduisent  d&tiË;  les 
longueurs  du  pendule  à  secondeâi.  Aiûisâ^  par  éxet^Xb^ 
la  plus  gitltide  clê  cês  anomalies  dans  les  degrés  ^e^ 
sures  en  France  et  en  Espagne^  par  Delambre  etiMè^ 
efaëtn  ^  se  trouve  dans  l'arc  compris  entre  lèsl  paràllèléâ 
de  Fortoeiiterà  et  de  Barcelone,  et  les  vài^làtioU^ 
de  degrés  stJ>fssent  fenire  cêS"  âeiix^pôtâtë  lin  raléii^ 
tisseÂient<x>nâidé*-able;  de  mèmè^i  leâ  varia tîottrf'ati 

3o.  . 
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pen4ixle  dans  çet.intervalle  sopt  beaucoup  plus  bibles 
que  celles  que  donnerait  la  loi  du  carré  du  sinus  de 
la  latitude  ;  c'est  ce  qu'on  verra  d'une  manière  évi- 
dente p^r  lé  tableau  suivant ,  où  les  constantes  a 
et  6  ont  été  déterminées  en  comparant  deux  h  deux 
les  observations  qu'il  renferme. 


des  observa tioni. 


tJntt 

Leith 

Dankerque. . 
Clermont. . . . , 
Bareebue  • . . 
Fermentera.' 


Longaeiirs 
da   pendale. 


o""C949Î2 
o  ,gq4533 

<►  •994»oa 
o  ,9935^0 
o  ,993a3a 
o  ,993070 


Laciludes. 


55.58.37 
5i.iG.38 
45.11.46 
4i.93.i5 
38.39.56 


o",990758 

o  .990747 

o  .990737 
o  ,991334 

o  .99»7»4 


è. 


oiB/>o54955 
o  ,oo55io5 
o  ,0055278 
o  ,00434^1 
o  ,00)4734 


La^  constante  b.  conserve  à  peu  près  la  même  va- 
leur dans  les  trois  premiers  intervalles ,  mais  elle 
comtxience  à  décroître  d'une  manière  très  prononcée 
depuis  Clermont  jusqu'à  Barcelone,  et  ses  varia ticos 
soi»t  encore  beaucoup  plus  rapides  de  Barcelone  à 
ForfQjsntera.  Il  faudrait  pour  concilier  cette  valeur 
4u  coefficient  du  carré  du  sinus  de  la  latitude ,  avec 
colle  qui  résulte  des  observations  faites  endes  lieux 
âoignés ,  supposer  dans  les  mesures  précédentes  des 
erreui«  de  8  à  9  centièmes  de  millimiètre,  ce  qu'il 
e^^  impossible  dadmettre*  La  longueur  o:  du  pendule 
éqnatorial  présente,  dans  ce  tableau,  dès  différences 
nfm  moins,  remarquables.  La  -lorigtiôUr'  réelle  de  ce 
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pendoie ,  conclue  des  observations  faites  à  Fëquàteur 
oaà  des  lathades  voisines,  est  de  o'^^ggiboô.  Les  ob- 
servations précédentes ,  faites  à  des  latitudes  supé- 
rieuresa  4^%  donnent,  comme  on  voit,  des  longuedrs 
beaucoup  trop  fortes ,  tandis  que  celles  qui  répondent 
à  des  latitudes  inférieures  en  donnent  de  trop  faibles. 
Ce  résultat  remarquable  se  manifeste  d'une  manière 
bien  plus  prononcée  encore,  lorsqu'on  compare 
entre  elles  des  observations  faites  sur  une  plus  grande 
échelle  et  comprises,  les  premières,  entre  le  45**  degré 
et  le  pôle  ,  les  secondes,  entre  le  45*  degré  et  Téqua- 
teur.  Au  reste ,  il  est  évident ,  comme  nous  l'avons 

dîtn^>42>  î^®  ^6s  anomalies  se  compenseront  eii 
grande  partie  lorsqu'on  choisira  des  observations 
faites  en  des  lieux  très  éloignés,  et  qu'on  rendra  ainsi 
les  résultats  plus  indépendans  de  perturbations  qui 
ont  sans  doute  pour  cause  principale  les  irrégulari- 
tés de  ^a  surface  de  là  Terre. 

45.  Considérons  maintenant  Jupiter,  la  seule  des 
planètes  dont  l'aplatissement  ait  pu  être  déterminé  par 
l'observation  directe.  Reprenons  Téquation  (2)  du 

arc  tang  X  =  2i+|?^'.  (A) 

Lorsque  la  valeur  de  q  sera  connue ,  on  aura ,  par 
cette  équation,  celle  de  A,  et  par  conséquent  le  rap- 
port Y^i-f-A*  de  l'axe  de  l'équateur  à  l'axe  du  pôle. 
Or,  en  supposant  le  cas  de  l'homogénéité,  on  a, 

n**  25,  ç:=,j-.  Soit  D  la  distance  du  quatrième  satel- 

lîte,de  Jupiter  au  centre  delà  planète,  et T  le  téWips 
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4.6  sa  révolution,  exprimé  en  jours  ;  sa  force  cerntri- 
fuge  sera  à  celle  qui  anime  un  élément  de  la  masse 
de  Jupiter  placé  à,  Tunijé  de  distance  de  l'axe  de  ro- 
tation,  comme  ^  est' à  =?;,  T'  étant  le  temps  de  la 

rotation  de  Jupiter,  exprimé  en  fractions  du  joiir« 

La  force  centrifuge  du  satellite  est  d'ailleurs  égale  à 

là  force  qui  retient  cet  astre  dans  son  orbite ,  c'est- 

à-dire  à  la  masse  M  de  Jupiter,  divisée  par  D*;  on 

aura  donc 

MX» 

On  a  d'ailkui!$,  n'^aS,  M=s;^|7f.^'(i-f'X*);  qn  aura 
donc 

*  o 


D'après  les  observations  de  Found ,  rapportées  par 
Nev^ton,  la  distance  du  quatrième  satellite  de  Jupiter 
à  son  centre  est  égale  à  ^6,65  demi-diamètres  de  1  e- 
quateur  de  cette  planète  ;  ce  qui  donne 

D       —  2Ç,63^      . 
on  a  de  plus 

T=i6^,68902,       T'=o/,4i377. 

Ou  conclura  àelk 

.     .  .        a,oi86i45 

et  en .  snb$ti;tuant  cette  valeur,  dans  l'é^ioatigii  (A), 
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elle  deviebdi^        ^     ' 


»  9+ 3a* 


il 


d'où  roi)  t^  <^5=7:o^8iQ,  et,  par  suite,  le  ra^Q^de 

l^«d  dutpôle  i^.Vaxe  de  l'équateur,  o»  v/i-f-A*=q.ife967. 
Ce  ■  jr'âpfpqit  ^  suivant  les  observations  de  Bcmad  , 
est  4e  x*vo77i.  On  trouve,  par  la  théorie  dés  seitië1«< 
litea  de  Juptêr,r  qui  dëtermitie  ce  ra^^ort  avec  plos^ 
de  préd^a  encore  que  les  observations  directes, 
qu'il  est  de  i  ^0747*  Ces  résultats  montrent  que  Jupiter 
est  moins  aplati  que  dans  le  cas  de  l'homogënéité ,  et  < 
que,  pfltr. conséquent,  sa  densité  va  en  augmentant, 
comme  celle  de  la  Terre,  de  la  surface  au  centre. 
.  Nous  avons  vu,  a**  34  9  qtt'en  supposant  les  planètes 
originairement  fluides-,  leur  ellipticitë  devait  être 
comprise  entre'  f  9  et  ^  ç ,  la  première  de  ces  limites 
répondant  au  cas  où  la  masse  fluide  serait  homogè«ie, 
et  la  seconde  à  celtii  on  toute  la  mai^  serait  réunie 
à  son  centre^'Or  ,(rellipti€ité  d'un  ellipsoïde  est  l'excès 
de  l'axe  de  l'équateùr  sur  celui  dxL  pole^  divisé  par 
le  dernier  de  ce6  axes;  sa  valeur- est  donc  égàfe  a 

\/r-î-A*-^  I  ;  on  aura  donc,'  par  ce  qui  précède,  * 
1^=0,10967,  et  par  conséquent*  ^'y=ro,04585. 
On  trouve  >  par  robservatioti  directe ,  0,0771 ,  et  par 
le tnouvetïient<les  nteuds  des  dr^itesdes  satellîtei^  db 
Jupiter,  0Î0747  pour  FelK^ticitë  de  cette  planète  :  ces  ' 
aeux  valeurs  soât  donc  comprise^  dans  les  Rmttes 
que  leur  assigne  la  tbéorie.  .      .     *   . 

Nous  avons  trbuivé,  n?  29 ,  dans  Hè  carf'db  l'^rothcir-' 
généîtë>  0,604554  pour  TelRptrcîté  de  l^^^T^etf e'.  Vaù 
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supposant  donc  la  densité  de  la  Terre  égale  à  celle 
de  Jupiter ,  leurs  ellipticités  seront  entre  elles  comme 
0^10967  est  à  0| 004334*  D'après  cela,  en  adoptant 
pour  rellipticité  de  Jupiter  la  valeur  0^0747  9  <{ui 
résulte  de  la  théorie  des  satellites,  on  trouve  3*3^^^^^ 
pour  Taplatisseinent  de  la  Terre ,  et  Tzb7T79  ^'  <^^^^ 
sisisant  lellipticité  0,077 1,  qui  est  damnée  parFobser- 
vation  directe.  On  voit  que  ces  résultats^s'aceordeiit 
suffisamment  bien  avec  ceux  que  l'oît  tire  des  ob^- 
vatîons  du  pendule  et  de  la  mesure  des  arcis  du  ipé» 
ridien  terrestre ,  et  l'analogie  qui  existe  entre  la  figure 
de  Jupiter  et  celle  de  la  Terre  prouve  avec  évidence 
que.  la  même  loi  a  présidé  à  la  formation  de  tous  les 
corps  célestes.  ^• 

Les  autres  planètes  sont  trop  éloignées  de  nous, 
ou  leur  aplatissement  est  trop.peù  sensible,  pour  que 
l'obsei^ation  ait  pu  jusqu'ici  fournir  les  éléméns  né^ 
cessaires  à  la  comparaison  des  phénomènes  et  de  la 
théorie.  Il  en  est  de  même  de  la  Lune,  qui  se  pré- 
sente à  l'observateur  comme  un  cor^s  à  très  peu  près 
sphérique  ;  les  conséquences  qui  résultent  des  lois 
de  sa  libration,  et  que  nous  avons  développées  dans 
le  chapitre  VI  du  livre  IV,  sont  les  seules  donnéesque 
nous  ayons  sur  sa  véritable  figure. 

46.  Nous  ne  terminerons  pas  ce  chapitre,  spéciale- 
ment consacré  à  la  figure  de  la  Terre,  sans  montrer 
comment  les  phénomènes,  de  la  précession  et  de  la 
nut^on  confirment,  comnie  nous  l'avons  annoncé, 
les  résultats  que  l'on  obtient  par  la  mesure  des'arcs 
du  méridien  terrestre,  et  par  les  observations  du 
pendule*  Pour  le  faire  voir  ^  reprenons  la  valeur  de 
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la  fonction  Y  ^donnée  n"*  a5f  livre  IV^ 

1^  .[a:-(B-)-C-A)+^(A+C-BH-J'(A+B-C)]. 

Dans  cette  expression ,  A ,  B,  C  sont  les  trois  rao- 
niei?[&,  d'in^tie  de  la.T^rre,:  qui  se.rap^porteot  rçspcc- 
tlv^eraent  gux.axe^  principaux  des.  or,  des^  ^t  des  z^ 
M.estjjsi  ma^se^de  là  Terre,  etJCyjr,.:^  expriment  le& 
trois  coordonnées  de  l'astre  L, 

On  aur^  en  vertu  du  n*  36,  pour  l'expression  gé-i 
nérale.de  l^  fonction  Y,  relativement  à  la  Terre  ^ 
supposée .  elliptique  et  douée  d'un  mouvepaent  de 
rota^tion  autour  d'un  axe  fixe, 

%  •   ^  .      -     -, 

•  .>       ^        '  •        •  * 

V==~>îîi2l,j;(«A__iy);(i_.cos«fl)+«A'8in«e«>s»#], 

♦      t  .    - 

eth  et  aJi  étant  deux  constantes  qui  *  dépendent  de  l'a- 
platissement de  la  Terre ,  et  9  le  rapport  de  la  force 
centrifuge  à  la  pesantedr  sous  l'équateur* 

Désignons  par  6  l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec 
Taxe  de  rotation  que  nous  avons  pris,  n^  i5,  livre  IV, 
pour  axe  des  z ,   par  eo  la  longitude  'de  ce  rayon 

comptée  sur  le  plan  de  Téquateur  ;  on  aura 

.   «        '  ■  ■      * 

a:  =  rsin  Osino),      ^.=  rsin  6  cosa> ,       z=rc0sô* 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  ex- 
pressions de  V,  etqu'on  compare  ensuite  ces  deux  ex- 
pressions entre  elles,  on  trouvera  l'équation  suivante  : 
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'.(aC— A~B).(;—cos»ô)-+-4.(A— B).sin?8co82» 
= Ma» .  l(ah  —  i  qXl  — cos*  9H-a*'sm*ô  cos  aa]  ; 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  l'indépendance  des  angles, 
6  et  û»  y 

aC— A— B=|Ma'(«A— ig). 

Les  obderratîons  du  pendnle  nàfas  ont  xÉitiiitre  qae 
l'aplatissement  du  sphéroîdçi  'terffeslré"  est  à  tfrè^'peu 
p^es  le  métpe  sùi^  les  diveFâ  méWdiëns ,  ce  c[ui  exige 
que  ah'  soit  une  très  petite  quantité  de  Tordre  flt%  que 
Fôn  petit  négliger.  On  a  alors  A=;B,  d*où'  Fesulte 
ce  théorème  remarquable',  cW  que  lés  phénomènes 
de  la  précession  des  éqiâkoxés  et  de  la  nueatwn  de 
F  axe  terrestre  sont  lesmêniës  qiie  si  la  Terre  était  wi 
sphéroïde  de  révolution^ 

Si .  l'on,  considère  la^Terre  comme  un  ellipscnde 
de  révolution  autour  de  Taxe  des  s,  on  aura,  par  les 
propriétés  ^e  ces  corps , 

/  ^  =  "57' 

tx  étant  un  nombre  qui  dépend  de  la  loi  de  densité 
clés  diftérentes  couches  du  sphéroïde,  et  que  lexpé- 
rience  seule  peut  déterminer  ;  elle  a  montré  que , 
pour  la  Terre,  ce  nombre  diffère  peu  de  Funilé,  Ou 
aura  dcHie  ainsi 

g — -  =  -|-(«*— 17). 

Nou«  tfVoiis;tfoa\ré,  nf^  59,  liTfelV, 
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g =0,00019012  ; 

^n  aura  donc 

Le  rapport  que  désigne  tr  est  égal  à  Tunîté  dans 
le  cas  de  ^homogénéité  ;  il  est  plus  grand  queTunîté, 
sî  la  densité'  du  sphéroïde  va  eh  croissant  de  Itf  sur- 
face au  centre,  et  moindre  que  ce  nombre  dans  le  cas 
contraire.  Supposons  donc  la  Téri'e  homogène;' on 
aura  cr  =r:  i    :   on  â  d'ailleurs ,  par   Tôbservatiôn , 

;  on  aura  donc,  dans  ce  cas,  cth  =  o,oo35d7 1 , 


ou  — .  La  supposition  de  cth  =  ^-5  donnerait  pour  tr 
une  valeur  infinie  ;  la  valeur  de  et,h  est  donc  cçp^r 
prisçentr^ —  et  x-rt,  et -dé  sont  par  conséquent  les 

limites  que  les  phénomènes  de  la  précessioki  et  de  la 
nutation  assignent  à  l'aplatissement  du  spheVoïde 
terrestre. 

En  prenant  une  moyenne  entre  les  valeurs  de  l'a- 
platissement de  la  Terre,  qui  résultent  de  la  com- 
paraison des  degrés  mesurés  à  sa  surface ,  et  des 
observations  du  pendule,  on  peut  supposer  cet  apla- 
tissement de  ^ —  à  peiji  près.  Cette  valeur  iQst.<x>nQiprîsé 

entre  les  limites  précédentes.  Si  on  la  substitue  au 
lieu  de  ah,  et  qu'on  remplace  en  même  temps  q 
par  sa  valeur  dans  l'équation  (A:),  on  en  tire 


0:=  i.SaSôo  : 


t  >  # 
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ainsi  donp  la  quantité  ^  étant  plus  grande  que  Tunité^ 
la  densité  de  la  Terre  va  en  croissant  de  la  surface 
au  centre,  ce  qui  est  conforme  aux  expériences  de 
Cayendish  et  aux  lois  de  THjdrostatique,  qui  exigent 
que  si  la  Terre  était  originairenient  fluide,  les  parties 
les  plus  denses  soient  en  même  temps  les  plus  voisines 
du  centre. 

47*  Si  Ton  embrasse  maintenant  d*un  même  re- 
gard les  résultats  que  nous  venons  de  recueillir  par 
tant  de  moyens  difiereus  sur  la  figure  de  la  Terre, 
sans  doute  on  sera  surpris  de  leur  parfait  accord, 
et  convaincu  qu'ils. ne  peuvent  être  que  les  effets 
d\ine  même  cause  qui  lie  entre  'eux  tous  les  phéno- 
mènes qui  dépendent  de  la  nature  et  de  la  coui^titu- 
tion  du  glol>e.  La  mesure  des  degrés  des  méridiens 
terrestres,  qui  parait  ta  méthode  la  plus  simple  que 
la  :nature  noys  ait  indiquée  pour  déterminer  la  figure 
de  notre  planète ,  n'est  cependant  pas  celle  dont  on 
doive  attendre  deG  résultats  plus  certains  ;  toutefois, 
en  combinant  avec  adresse  des  observations  faites  à 
des  latitudes  très  distantes  pour  diminper  Feffet  des 
irrégularités  de  la  Terre  dans  quelques-unes  de  ses 
parties,  on  détermine,  par  ce  moyen,  la  valeur  très 
approchée  de  son  aplatissement.  Cette  valeur  s'accorde 
d'une  manière  remarquable  avec  celle  qui  résulte 
des  observations  *  dû  pendule,  méthode  d'investiga- 
tion  fi^ûio^  directe,  mais  plus  sûre  que  la  précédente, 
et  que  Thomme  n'a  due  qu'à  son  génie.  Les  phéno- 
mènes de  la  précessipn  et  de  1^  nutation  ne  font 
pas  connaître  la  valeur  absolue  de  la  fraction  qui 
exprime  l'aplatissement  de  la  Terre  ;  ils  déterminent 


X 
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seulement  deux  limites ,  que  cette  fraction  ne  peut 
pas  dépasser ,   et  les  valeurs  que  lui   assignent  ]a 
mesuré  des  arcs  du   méridien  et  les  longueurs  du 
pendule  sont  comprises  entre  ces  limites.  Les  mêmes 
phénomènes  fournissent  des  notions  précieuses  sur  la 
constitution  intérieure  du  sphéroïde  terrestre  ;  ih  ne 
donneint  point ,  il  est  vrai^  la  loi  rigoureuse  des  den^ 
sites  des  couches  qui* le  composent^  et  Ton  peut  cn« 
core  satisfaire  par  une  infinité  d'hypothèse  à  l^uniqlie 
condition  qu'ils  imposent ,  mais  ils  indiquent  un  ac*« 
croissement  dans  les  densités  à  mesure  que  l'on  ap- 
proche du  centre:  résultats  que  confirment  les  phé- 
nomènes de  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers ^  le 
peu  de  déviation  qu'éprouve  le  fil-à-plomb  par  l'at- 
traction des  montagnes  y  les  mesures  directes  des  arcs 
du  méridien  et  des  longueurs  du  pendule ,  qui  nous 
ont  montré  que  la  Terre  est  plus  aplatie  que  dans 
le  cas  de  l'homogénéité  ;  résultat  enfin  qui  est  une 
suite  nécessaire  des  lois  de  lHydrosta tique,  lorsqu'on 
suppose  que  la  TeiTC  était  originairement  fluide,  et 
que  ses  élémens  ont  conservé ,  en  se  durcissant ,  la 
même  disposition  qu'ils  avaient  dans  leur  premier 
état. 

L'admirable  concordance  de  tous  ces  résultats  n'est 
pas  sans  doute  ce  qu'ofire  de  moins  merveilleux  la 
théorie  de  la  pesanteur  univei^elle.  Si  son, influence 
se.  montre  d'une  manière  moins  manifeste  et  moins 
régulière  dans  les  phénomènes  qui  dépendent  de  la 
figure  des  corps  célestes  et  de  leurs  mouvemens  au- 
tour de  leur  centre  de  gravité,  que  dans  ceux  qui 
se  rapportent  aux  mouvemens  de  ces  centres  dans 
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l'espace  9  c'est  que  cette  influence ,  comme  nonsFayons 
vu ,  est  9  dao^  ces  phénomènes ,  modifiée  sans  cesse  par 
les  circonstances  particulières  dépendantes  de  la  cons- 
titution île  ces  corps.  Le  géomètre,  par  la  même 
raison ,  a  éprouvé  plus  d'obstacles  pour  les  sàumettre 
au  calcul  ;  mais  le  snccès  a  couronné  ses  efforts.  Un 
homme  de  génie  avait  deviné  la  cause  secrète  qui 
met  en  mouvement  la  matièi'e  ;  l'analyse  mathéma- 
tique f  en  ramenant  à  ce  principe  unique  tous  les 
phénomènes  de  l'univers,  cetix  même  qu'il  parais^ 
sait  le  plus  difficile  dy  soumettre  ,  «  démontré,  par 
la  preuve  la  plus  irréfragable,  qu'il  était  la  véri- 
table loi  de  la  nature. 
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NOTES. 


NOTE  PREMIÈRE. 

Sur  le  moui^ement  de  rotation. 

{F'oir  page  xi4»  i*' voL)  Les  relations  (/)  peuvent  s'obtenir 
de  différentes  manières;  celle  que  nous  indiquons  est  la  plus 
simple.  On  trouve  ainsi 

Ex'==:(yc''  —  yc')x  +  (yc—bc')y  +  (Ac'—  b'c)z, 

Ky=  (rt  V  —  ac")  «  +  (oc"  —  a'c)  y  +  (ac — aç')  z , 

ISjt'  =  (a'^—a^b')  X  +  (a''b'^ab'')y  +  («*'  —  ab)  z , 

< 

en  supposant,  pour  abréger , 

K  =  fl  ibV—  bV)  +  a^b'c  —  icO  +  a\bc'^  b'c). 

Or,  par  la  comparaison  des^éqpatiQns  précédentes  aux  équa* 
tiens  (a) ,  on  trouve 


J/   If  L"  ' 

C     —OC 


,      yc  —  bc"        ,      bc'  —  b'c 


EL        '  K       '  K 

Si  l'bn  ajoute  les  carrés  de  ces  trois  valeurs  ^  on  aura  ep 
vertu  des  relations  (/n)  et  (/*) , 

par  conséquent , 
etc. 
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i 

(f7?«rpage  119  cligne  17,  i"vol.)  Cette  belle  propriété  des 
momens  est  facile  à  démontrer  par  ce  qui  précède.  £a  effet,  ou 
a,  par  le  n**  29  et  par  la  supposition, 

M  =  S.  (yZ  —  zY).  dm,  IV  =  S. (/Z'  —  «TT'). dm, 
M  =  S.  («X  —  xL\  dm,  N'  =  S.  («'X'  —  x'X). dm , 
M^szr S.  (*Y  —ylL). dm,      N* =S.  {x'T  -r'X'). dm. 

Substituons  pour  x\  y\  «',  X',  Y',  Z',  leurs  Taleurs,  en  obser- 
i^ant  que  les  forces  X',  Y',  Z'  résultent  de  X,  Y,  Z,  par  la  même 
transformation  qne  les  coordonnées  x\  y\  J  des  coordonnées 
X,  y ,  2.  On  aura,  en  \ertu  des  formules  (.2) ,  n^  28, 

'SzzS.l(J,x+b'y+b'z)[cli'\'c'Y+c'iy{çx+^^ 

ou  bien  en  réduisant  et  observant  que  Tintégrale  S  se  rap- 
porte uniquement  à  l'élément  dm  et  aux  quantités  qui  varient 

aYee  lui ,     . 

•  • 

N=  (JV  —  iV).  S.(yZ  —  zY)dm+  (b'c  —  bc").  S.{zli  — *Z)        , 
+  (6c'  —  b'c) .  S.  {xY  —  j^X) . 

On  trouverait  pour  K'  et  N"  des  expressions  semblables  ,  et  ea 
vertu  des  relations  {T),  n^  28,  on  aura 

N  =  flM  +  a'AT  +  «"M*, 
N'=6M4-yiVr+iTW[% 
N''=cM4-c'M'+o"M'. 

Il  existe  donc  entre  les  coordonnées ,  les  forces,  les  momens, 
et  les  projections  y  rapportés  à  deux  systèmes  d'axes  rectansu- 
laires ,  des  relations  analogues  ,  et  leur  transformation  s'opère 
de  la  même  manière,  en  multipliant  chacune  de  ces  quantités  | 
relatives  aux  trois  premiers  axes  par  les  cosinus  des  angles  qu'ils 
forment  respectivement  avec  le  nouvel  axe  que  l'on  considère. 
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NOTE  IL 

Sur  Vintégration  des  équations  différentielles  du 
mouvement  elliptique.  (Voir  la  p.  240  du  i*"  vol.) 

Les  géomètres  ont  combiné  de  tontes. les  manières  imagi- 
nables les  équations  (a)  pour  en  déduire»  sous  des  formes  Tarifs , 
les  diverses  intégrales  qu'elles  p^uyent  fom'nir.  Les  méthode» 
les  plus  savantes  de  l'Analyse  ont  été  prodiguées  en  cette  oc- 
casion d'une  manière  très  superflue,  et  ces  intégrales  y  sous 
quelque  forme  qu'elles  se  présentent ,  peuvent  aisément  se  dé- 
duire des  équations  (6)  et  (c)  jointes  aux  deux  suivantes  qui 
résultent  très  simplement  des  équations  (o): 

iixd^x  -I-  dydl^y  -h  d%d^%    ^    (^  jxdx'^  ydy  +  %dz) 

^  ^  P  — o, 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  l'on  observe  que 
sd^x  +  yd'y+Mt^zzssd.  (xdx+ydY'\'%d%)^dx* — dy^-^dz^f 
la  seconde  de  ces  équations  devient 

dj^  +  rfy'  4-  afe'       d.rdr      fê  _ 

de  de        7""®- 

On  ad'ailleursy  en  faisant  c*-J-  c'*  +  c'*  =3  k% 

Si  entre  ces  deox  équations  on  élimine  j^  rf'^fr    .^^, 

trouve 

dê'^—^s-=o, 
ToMrlI.  3i 


( 
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et  en  faisant  $a=ftr—k*, 

m 

cette  équation  prend  cette  forme  : 

2^+5  =  0,.  (S) 

équation  abiolnnieitt  senUable  aux  équations  (a)  ;  et  de  même 
qu'on  Mtiafait  à  l'équation  en  «  en  fttisant  z  T=imx^ny  ,  on 
^tisfera  à  l'équation  (^}  en  faisant  «=s/>jr  «f-  ÇJ"-  c'est  une  nou- 
Telle  intégrité  finie  des  équations  (d),  et  dont  les  géomètres  ont 

fait  up  fréquent  usage. 

Si  on  multiplie  la  première  des  équations  (/>)  par  x,  et  la  se- 
conde par  dx  j  ti  qu'on  les  retranche  l'une  de  l'autre ,  on 

aura 

(fy   xdy^^  ydx  ^^  d^z    xdz — zdx  xrd^^xdr 

équatibn  qiii  y  en  yertu  des  intégrales  (&)  et  (c) ,  devient 

cd^y  —  c'd^%        ,  fàx 

'■'■'    '  "  j       '    '  sss  a.  —, 
dt  r 

En  l'intégrant  et  en  opérafit  4e  la  même  nùtnièi^  rdalive- 
ment  à  jy  et  à  s ,  on  aura 

fx cdy  —  c'dm   ,    ^ 


r  dt        ^^  ' 

r 2*    +-^' 


équations  très  utIUa  auxquelles  nous  somihes  parvenus ,  n*  21, 
liyrè  II  ^  et  que  nous  avons  employées  dans  la  Théorie  ^de$ 
pêrturbatioriH  de8  comètes^  chap.  III,  liv.  III. 


•  •  • 


) 


DU  STSTÈME  DD  MONDE.  4(}3 


NOTE  rii. 

>  .  .     . 

'  •  .  .    1 1  > 

Sur  les  inégalités  planétaires  des  ordres  supérieurs. 

•  *  •  .    ••    ,         .   '    , 

Je  n'ai  développé  daos  les  chapitres  IX  eiX  du  livre,  H  ytp^ 
la  partie  de  oéa inégalités  iddépeDdantâdeseaLcentricîtésetdes 
incllaaisonSyel.CeUe  qjui  dépend  de; la.  première  puissance  de 
ces  devkn  élémet}a>  ce  qui  peut  suffire  ^  génial  Cepaidaàt  il 
arrive  quelquefois  xiue  leaiu^Iités  périodiques,  les  pluseour 
sidérables  ne  se  trouvent  pas  dausjes  termes,  qui  résaUent  de 
cette  première  approximation ,  et  qu'elles  ne  se  produisent  que 
dans  lea  appiroximationa  suivaqtes.  l\  diavîeni;  alok^  néeessaire 
de  tenir  oompte  des  termes,  qui.  dépmdent  des  oarjcéaiet  ides 
puissances  supérieures  des  esMcent^icités  et  des  inclinaison^  f  et 
mèmi?  .de  ceux  qui  dépendent  du  o^tré  des  forces  perturba?- 
trices.  Cest  ce  qui  arrive  dans  la  thé<Hrie  de  Jupiter,  et  de  Sa«- 
turne>  oà  une  partie  des  termes  .relatif»  aux  cubes  et  aux  cinr 
quièmes  puissances  des  excentricités  et  des.  inclinaisons  deviezït 
très  considérable  >  à  cause  du  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deu^  planètes ,  rappioirt  qui  reud 
très  petits  les  diviseurs  que  l'intégration  fait  acquérir  à  ces 
termes.  Je  me  propose..de  revenir  dans  la  suite  sut  cei  dbj^tV 
et  de  donner  les  valeurs  numériques  de  toutes  les  in^alités 
planétaires  que  la  précisi<m  des  observations  modenios  jpeut 
rendre  sensibles  ;.  ce  travail  servira  ^n  ^néme  temps  de  vérilv- 
caV^on  aux  résultats  de  la  Méc^niqm  ^Uat^^  .et  il. ne  spra  pa^ 
inutile»  parce  que  l'inexactitude  de  quelques-uns  d'enfare  eu9  f^ 
rendu  cette  révision  nécessaire*    Je    n'en  citiel^ai  ici  i|u'mi 
exemple.  La  partie  des  coeffîciens  de  la  grande  inégalité  de  Ju* 
piter  et  de  Saturne  ^  qui  dépend  du  carré  de  la  Sacce  pertur- 
batrice j  a  été  déterminée  récemment  par  M.  PJaaa ,  qui  leur 
a  assigné  dcis  valeurs  très  difiérentes  de  celles  qui-seat  rappor- 
tées dans  l'ouvrage  cité;  il  en  est  résulté  une  contestation  as- 
sez vive  &  laqjaelle  Laplaçç  lui-même  a  jpris  part;  cependant 

5i  •• 
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la  question  était  encore  demearée  indécise ,  et  l'Académie  de 
Berlin  a  même  proposé  un  prix  dont  l'objet  principal  est  de 
déoouTrir  la  cause  des  différences  des  résultats  obtenus  par  ces 
deux  géomètres.  Dans  un  mémoire  lu  au  mois  de  férrier  der- 
nier ,  k  l'Académie  des  Sciences ,  j'ai  repris  en  entier  ce  cal- 
cul 9  et  j'ai  fait  Toir  qu'il  s'était  glissé  en  effet  une  erreur  im- 
portante dans  les  résultats  de  la  Mécanique  dUste^  mais  qu'en 
même  temps  les  nombres  que  M.  Plana  proposait  de  leur  subs- 
tituer n'avaient  point  non  plus  toute  l'exactitude  conrenable. 
Voici  les  principaux  résultats  auxquels  je  suis  parrenn.  On 
trouvera  dans  la  Connaiêaance  dea  TêmBj  pour  i83i ,  le 
rapport  que  H.  Poisson  a  fait  à  l'Académie ,  sur  ce  mé« 
moire. 

Soient  a  le  demi  grand  axe ,  et  ni  le  moyen  mouvement  au 
bout  du  temps  /  de  Jupiter,  dans  son  oi4>tte  elliptique;  soient 
r,  v^  $  les  trois  coordonnées  polaires  qui  déterminent  sa  posi- 
tion sur  cette  orbite ,  et  R  la  fonction. qui  résulte  de  l'action 
perturbatrice  de  Saturne;  enfin  y  désignons  par  les  mêmes  let- 
tres accentuées  les  quantités  analogues  relatives  i  Saturne.  Si 
Von  suppose  >  pour  abréger , 

.    .      JR   ^^    dR'  „       dK'   ^     c?R    ^ ,    dR'   .  .   •  dR' 

et  que  l'on  nomme  {[  et  Ç'  ce  que  deviennent  les  moyens  mou- 
vemens  nt  et  nt  par  faction  récipro<|ue  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne y  la  formule  (4)  du  n®  6i  y  livre  11/ donnera  ^  pour  dé- 
terminer les  parties  de  Ç  et  de  Ç'  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  les  deux  équations  suivantes  : 

^  =  —  Sanfdifdf.^K  +  —  .fde.ifdR)% 

Ja 

it:  ss  —  ia'n'fdtfi .  tK'  +  ^^.fdt.  (JdK'y . 
Les  termes  de  /Ç  et  de  f^  qu'il  importe  de  considérer  sont 
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ceux  qui  par  la  double  intégration  acquièrent  le  très  petit  di- 
viseur (  5n'  — -  2/1)* ,  parce  qu'il  peut  en  résulter  des  inégalités 
sensibles  dans  l'expression  des  longitudes  moyennes  des  deux 
planètes.  Oa  les  ob^i^fidr^  en  .ççn^biqffmt  les  diSerena  term|^  des 
deux  facteurs  qui  composent. chacun  dçs  produits  que  contient 
l'expression  de  i2i  et  celle  de  ^R',  de  manière  que  la  somme  des 
argumens  dont  ils  dépendent  soit  toujours  égale  à  5;»'  -—  2;».  Si 
l'-ofa  sebœrnea  cotisidérer  parmi  cesterroes  ceux  qui  sont  dit  froi- 
sîè!mc'ofâï«'par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incliaai^tos, 
c^est-à^frede  Fordrë  le  moins  élevé  qu^ils  puissent  être  sous  ce 
rapport ,  d'après  les  lois  de  développement  de  R  et  de  là  for** 
nation  des  Taleurar  de  /y,  ti^y  etc.  y  on  tei^a  àiséitient  que  les  . 
combinaisons  dont  il  s'agit  sont  aU  nombre  de  douze  (i). 

Laplaee  A  considéré  simplement  les  fermes  qui  proTiennent 
de  la  double  «ond)i«iaison  des  argumens^Snf S  -—  Ttf  ft  ^Ht-^  ni\ 
ce  sont  efn  ^et  les  plus  oonsidéraMen  ;  îl  a  négligé  de  plus;  dahs 

1  expression  de /R.  les  termes  -t-  «^«i  «t  :jrF'^«'i  et  il  a  trouvé 
sùim  en  'degréé  aêxc^éêimeoix  :  > 

■     K     .  ' 

^î==:i* .  57o36Jn($/»'^2»H-3f  •-ai)-i8'' .  071  ooos(5i»'^-27j<+5/-2f  ) , 

Le  nouveau  calcul  que  j'ai  fait  de  ces  valeurs  ïn'a  donné 

*Ç==|&^ ,  l636iîshi(a&i'i^î»>rt+5l'-20+^6^97I  aclos(5a'^-2n*-f  SZ-ai), 
«îÇ==è^*iÇ6458În(5n^/-2/i**f5f'-2«).^^^ 

On  i^it  qnela  principale  dlfiër«nrrdé  de  œs  résultats  consiste 
dJns  iei  signes, et  «tf  effet  ila  été conlstàté qu'une  erreur  ^'était 
itftrsfdnite)  i'  cet  égard  ;'^ans  la'réJltfcAion  en  nombres  detifinv 
mulesdela'ilfifeanij^i^^^s^.  •' 


1         ^        • 


i^l^.Tjg.it,.      »aiMl        ■  I    I  A«  -TT-'     1,1        .J  ^1 


f!^)iCi>HHéU$Mm^fdeê-Tfn4  ^«nur  i83b. 
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NOTE  iV.  . 

'  •  /  • 

( 

Surta  détermination  dks  orbites  des  comètes,  (Pàprès 

les  observations. 


.1 


l4|  pn^tbodç  que  nous  ayou*  développée  d^ft  le..chap{tre  I , 
HyTfe  III^  pour  cet  objets  nou9.  parait,  (çqmpa^.iums  L'^toii3  dît, 
ceUeid/ont  l'applicution  <ç»t  U  pIma  jiàre  f^aos  I^  pratî<{ue.  Çj^ 
pendant,  copoiaie  ia  .niétt^^  pidgépîeu^  prop<i8ée  p^ir  I^pbce 
a  été  adoptée  pài:  beaiiooup.d;'a«trflfpoiAieg,  et.^u'il  7  a  même 
descaapù  Uestiddi«pensabl^..de  L'epiplp^r^.iî^.  pensp  qin'Qa 
ne  tpr^  1  paa  ftohé,  de.  J<|  trpufvei:  ici  ^és^ni^ .  d'^iii^  loanière 
plus  ftiflarple  qpi?elle>ii0.l*e^  dan»  la  JkUcamqm^^k^^ 
..C^)te  nétbode  sfippaiie. q«e  (^on^<)onJla|^  pour  ui^  époque 
donnée,  la  longitude lO.  et  la  latM^^de  b  de  là  comète >  ainsi  que 
leurs  ài£Pérén|[ielIè8  'da,^iremter.e|.  dû  s^i^iid  yirâi^é>  prises  jpar 
rapport  au  temps  et  divisées  par  J'éJ^^Pi;  >de.  cette  varii^bl^;  y 

clesH-dîre  Içs^uatrc^uanUtés^jv  .g^,.et^^^^    gjj;.,On.peiit, 

'  -en  éffi^t  /  dans  ce  caà).détemiii5er*f>2ir  dë^^^^Uleâ'  bïmpteèt 
rigoureuses .  tous  les  élémens  de  .l'orUfte  de  la  manière  sui- 
vante.  ' 

.  ,ru  Soient 'flr>  j^y,fK.I^s<)t^ois  çpqc^iotfnj^^^l^^eoj^ 
po]Ptées  i.réclfptique  et;;aif,pentrç^/|u  jSolieil,  /^^sç^  «îst^P^çe^liiÇ^^ 
astre  ou  son  rayon  vecteur,  X,  T  les  coordonnées  dé  (a  Terre 

du.iS(>leUj>e9fiA»  ;api$.<!.la.projqçtfoii sv^Ji'^^p^iqiia d^,]^ 
dmiie  qui  joint  la  qpmètMr  Ui  Xek*rp»  ^^  misffim  ^V(mk^  <Q«r4N- 
nairement  ia  distance  aocourcîe  derltf/çaaKiiilte(>i^'.aii^a.,  ^  '  j 

^  S5.X  :ir Je*-    ^SS  Y.=t  OTC^    Jt  5LI1C^ ^  (j) 


en  supposant  pour  abréger. /i^om^^  199^3 sinii,eifii!?FE9tU[|]g^. 
Les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  comète  au- 
tour du  Soleil  seront 
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> 


On  aura  de  mèmey  relatÎTemeni  à  laTerre^ 

:     X  ==  R  00^  A»    T  =a  R  «in.  A. , 


et 


En  substituant  donc  pour  x^  y^  %,  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (o) ,  dn  irouyeta^  .en  vârtii  dé  èb&'deucdernièc^ 
équations  I  .  ^^ 

» 

d^.nê  \nê 
ou ,  en  déTelop'paht  et  supposant  pour  abr^r  1  '  =  3  ■~'  îïi  > 


1;  1;  i 


-\ 


En  éiimm»t  ^^J  on  trpHyQ   , 


,  '■•  »  i'.i    ,  î.. '    lî.'  •'-'     .t  t. 
I  «  I 

a* Tt —  +i  A — 3? —  ;  +  ï»X«-=o, 

dt'  di      "'''a  A       ""3?         ^  +  snX»-  — o, 


(4) 


t    ^»«  ik     >    A 


i. 


Si dt +iA Jt' ;+i.(^-»»X)f 
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Ces  équation)  n'équivalent  qu'à  deux  distinctes  ;  et  en  effet , 
en  multipliant  la  première  par  7»  et  en  la  rëtràncbant  ensuite 
de  la  seconde  multipliée  par  m,  on  retrouve  la  troisième. 

Si  maintenant  on  élimine  -r  entre  les  deux  premières  équa- 

tions  (4)»  ou  9  ce  qdi  revient  au  n&éme ,  si  après  avoir  multiplié 
ces  équations  y  la  première  par  dm ,  la  seconde  par  — -  dl^  et  la 
troisième  par \c{i»,  dn.les  àfou^e^  -^t  que.  pour  abréger  oa 
fasse 

2^.  {mdn^7idm)+'jr^ .  (ndl  —  Un)  -f;  ^TT  •  ildtk-^mdl) 


on  aura 


D*ailleura  ,  < 

.        .     ^  =  R«+aReco,(à-«)  +  -^.      (6) 


M 


On  a  donc  deux  équations  au  moyen  desquelles  on  peut  dé- 
terminer r.et|.  Si  l'on  éliipiiuait  ^ çntre  ces  denx  étjfuations, 
on  arriverait  à  une  équ'ation  du  Imitième  degré  en  r.mais  qui 
s'abaisserait  au  septièn^ev  çQnhné  kousiravons  vujQ^  o;  liv.  III. 

Les  valeurs  de  r  et  f  .^tant  connues ,  on  aura  celle  de  -^  an 

moyen  de  l'une  quelconque  des  équations  {4)*  Toam  au  lieu 
d'employer  indistinctement  ces  équations  à  cek^e  recherche ,  il 
est  bon  de  combiner  les  deux  prëmièi^es'decbétteman-îèrês  00 
multipliera  la  première  par  /  et  la  seconde  par  m  |  on  les  ajon-« 
tera  ensuite,  en  observant  quei*  ^  m\'=s<i ,  e^'iip^làoianfir 


,.  ....  ^       .. .  —  _    . 

..À 

et  Ton  pourra  substituer  ^ux^éq^tiona  (4)  If^?  dç^xVfui- 
rantes:  -,     -    /  '      '"*",'■>" 
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Z/'57  +  iL d? ^J--.(Œ+mT)=o 

3i  •  \r~dr~) + â  \ — a?—; + â-c^-'';X)=o- 

Cest  entre  ces  deux  équations  quMI  conyiendra  de  choisir 

.....  ^     .     '  .  .   .  .    ' 

pour  ^éfieminer  l&Taleiir  de  -Jj  pflfroequelapremière^stîfi- 

(lépend^n^  desidifierentiellçs  secondes  de  m  et  de  ij-ei  la^se*- 
conde  de  la  différentielle  de  n,  ce  qui  offre  des  airantages  dans 
les  applications;  comme  on  le  yerra  plus  bas. 

Si  aprës  ayoir  substitué  pour  l^  m^n  leurs  Taleurs  dans  les 
équations  (i),  on  les  différencie,  on  trouve ^  en  conserrapt  la 
notation  établie  n°  a,  litre  cité» 


i.«  < 


X  sa  X  +  ;r*cosa*— ^•sina-7'y 
J'  =  ï  +  ;^t  wn  f^  +  «tçosa.jj , 

dt       ^    ^  cos*  à  dt 


(8), 


1. 


i    1 


Ces  éqaalitfuriM^  contenait  que  des  quantités  tionnnesi  pcrisquè 
les  valeurs  de  f  et  de  r  sont  supposées  déterminées  ip^ree^qui 
précède,  en  les  réunissant  aux  équations  (i),  on  pourra  déter- 
miner les  six  quantités  i>  y^  s^  x  ^  y\  z'y  et  l'on  en  conclura 
les  élémens  de  l'orbite  elliptique  de  la  comète,  comme  on  l'a 
faitn«i6,liTreIII.  ^      . 

La  question  est  donc  ainsi  complètement  résolue;  mais  si 
l'on  suppose  à  Pordiiiài^e  qi^e  l'orbite  est  une  parabolef,  on  aura, 
par  lai  nature  de  cette  courbe, 

r 

équation  qui,  en  y  substituant  pour  4^,  y,  s" leurs  Taleurs, 
prendra  cette  forme 
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La  question  dans  ce  cas  présente  donc  une  ëqnatroh  de  plos 
^ue  d'inconnues  9  et  l'on  peut  en  profiter  pour  éviter  l'emploi 
de9  données  qui  participeraient  le  plus  aux  erreurs  des  obser- 
vations. Pour  cela^  nous  remarquerons  que  les  inexactitudes 
dont  elles  «oui  susceptibles  .deviennent  surtout  sensibles  sur 

les^  différences»  secondes  -^n»  *^'  parbe  qm'étant  beaueoiip  plus 

petites  que  les  premières ,  ces  erreurs  en  forment  une  pins 
grande  partie  aliquote.  Il  faut  donc  en  éviter  l'emploi  autant 
que  possible,  et  comme  on  ne  peut  pas  les  rejeter  toutes  deux 
à  la  fois^  on  ne  conservera  que  celle  qu'on  doit  croire  la  plus 
correcte  y  ce  qu'il  sera  toujoui^s  facile  de  reconnaître.  D'après 
cela,  on  ne  fera  point  usage ,  pour  déterminer  c,  de  l'équa- 
tion (5),  parce  que  lé'CbdBBclent  h  dépend  à  la  fois  des  diffé- 
rences secondes  de  la  longitude  et  delà  latitude;  on  lui  substi- 
tuera  ré^tiation  {|^). -Quant  àùx:iêqùati9ns'(7)  i  qui  déterminent 

-^^  on  emploiera  la  pîrefmiëre  ou  la  sqçppde,  selon  qu'on  vou- 

dra  conserver  les  différences  secondes  de  la  longitude  ou  celles 
df)  la>i#^tttde^.en.y  substituant  povir  /».  w»  n  leai». valeurs,  e< 


•  1'  ,...< 


' .  » 


•  /  . 


;  ^=ikç  +  i'T,      (19) 


on  aura  dans  le  premier  cas,      '  «^  . 

R  sin  b  cos  b  cos  (A  —  a)"^ 
di 
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et  dans  le  Jiec(^> 

■^^  r-!l.m(A-^)-|  . 

i         L    s    J 

« 

En  r^aaiawit  ^onc  les  trois  équations  (6)^  (lo);^  ,(9},  après, 
avoir  dévcilopjpé.  ^tte  deroÂ^»  et  jobstitpé .  pour  X  Qti  Y' 
leurs  Yaleuirs  données  p^  les. foan«}es      .  ..  ;    .  >  .:t 

.  *      ^!  f  *«^  .  •        •     ■■  t  >      •  • 

X  —  -^ r?^' M^rinA 4- e «in (A -^ f ) .«m A . 

'     '  '  .    •      ' 

Tr?    .  (i-T^*— YcojA+*»in(A— ).sinA, 

on  aura  pour  déterminer  les  inconnues  r,  ç,  -j*  les  trois  é(C[ua- 
tîons  suivantes  :■  ^  —   -_  • 


db 


+2-^.1  «sin(A-^).cos(A-a) ^— .sin(A-fl)  1 

+a€^-r««n(A-«).8in(A-(*)4rj:^^^^  '' 

On  sfitisfera^  k .  oea  éqùations\par.  .^fis  jëàsm j  .jp9urHctfI«'. .  éîi 
donnera  d'abord  à  r  une  Tajeur  arbitraire ,  on  supposera ,  par 
exemple^  if^i;  nn  ^edûur.^  des.dô«^  pcaQ|u^ries>4qaât{ons  (A) 

de 

les  yalelirs  corirespondaftlcs  ^^  î^^  'T,\  ^^  ^^  1^  substituant 

dans  la  trois^èpe  /  elle  fera  c^apajtre'rerreùifâe  la^pposi- 
tien.  Après  quelques  épreùtes^  on  déterminera  de  cette  ma- 
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nière,  avec  toate  la  précision  nécessaire  >  les  trbîft  quantités  r, 

de 
(,  -^;  on  pourra  ensuite  vérifier  ces  valeurs  en  les  substituant 

dans  celle  des  équations  (7)  qui  n'aura  pas  été  employée  à  la 
solution  du  problème. 

Les  équations  (A)  conviennent  à  tons  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter;  cependant,  comme  leur  résolution  entraîne  dans 
des  calculs  pénibles ,  nous  observerons  qu'on  peut  éviter  cet 
inconvénient  dans  un  cas  très  étendu  >  celui  où  les  données 
du  problème  permettent  de  faire  usage  à  la .  fois  des  deux 
équations  (7)^.  En  effet,  en  éttm'inaAt  entre  elles  inconnue  r, 
on  trouve 

en  supposant  pour  abréger 

.__  ,   X(/iJ'/»~ wK^/x)  —  Yind*l  —  id*n) 
*""       •'    X(ndm  —  mdn)—Y{ndl'-ldn)     ' 
ou  bien 


^ .      ^  da  ,  sin(  A-a)  db 


à( 


Si  dans  la  troisième  des  équations  (A)  on  substitue  pour  -r  sa 
valeur  (a) ,  on.  aura  -' 

r»  =  R*if.2Rco8(A-^a),ç4-^-4l»  ^ 


\. 


favgfr*f^ 


.^i 


(B) 
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et  le  proUème  est  alors  rédait  à  la  rétolutioa  de  ces  deux 
équations*  Elles  £sroQt  connaitre  immédiatement  r  et  ^,  et  Fou 

en  conclura  -^  au  moyen  de  l'équation  (à). 

On  pourra  employer  ces  formules  avec  sûreté ,  toutes  les 
fois  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  de 
i  ne  deviendront  pas  de  trop  petites  quantités  pour  être  déter- 
minées avec  précision ,  ce  qui  arriverait ,  comme  il  est  facile 
de  s'en  assurer,  dans  le  cas  particulier  o&  le  Soleil  se  trouve- 
rait situé  II  trîss  peu  près  dans  lé  même  plan  que  l'orbite  ap- 
parente de  la  comète ,  à  l'époque  de  l'observation  moyenne. 
La  méthode  précédente ,  ainsi  simplifiée  y  est  sans  contredit  la 
plus  commode  que  Pou  puisse  employer  pour  la  détermina- 
tion des  orbites  des  comètes. 

Lorsque  les  quantités  r,  ^^  -^»  seront  connues,  on  déter- 
minera, au  moyen  des  équations  (i)  et  (8),  les  valeurs  des 
six  quantités  x,  y,  z,  x\  y\  %\  et  par  suite  tous  les  élémens 
de  l'orbite  parabolique.  Si  l'on  veut  se  borner  à  déterminer  la 
distance  périhélie  qui  suffit  pour  procéder  immédiatement  à 
la  recherche  de  l'orbite  corrigée,  en  nommant  D  cette  dis- 
tance, on  aura ,  n"  17 ,  livre  111 , 

La  première  des  équations  (A)  différenciée,  en  observant  qu*on 
a>  n*  8,  en  négligeant  le  cube  de  l'excentricité  de  l'orbe  ter- 
restre, 

donnera 


y      an  •    /A  >       "^ 

-j-  =  tf  sm  (  A  -—  «j  ,     -7-  =  — îT- 


rsîn(A  — #)cos(A— a) ^i— .sin(A— a)     )(C) 

+  ç  .  R  sin  (A  -•  a)  .  -%-  +  Re  sin  (A  «^  #). 
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En  nomfliant  9  ixMe  quantité ,  èUe  fera  connaître,  n^  17  y  Hvre 
cité  y  selon  qu'elte  sera  négative  ou  positive,  si  la  comke  l'ap- 
proche  du  périhélie,  ou  si  elle  Pa  déjà  dépassé^  on  aura  ensuite 

la  distance  angolaire  f^  de  la  comète  i  son  périhélie  sera  donnée 
par  Téquation  de  la  parabole, 

D 

cos*  ï  V  =ï  — . 

.  r 

m 

On  déterminera  enfin  par  la  tablç  des  comètes  le  temps  qœ 
la  comète  emploie  à  décrire  l'angle  <^,  et  ce  temps  ajouté  oa 
retranché  de  l'époque  de  'l'observation ,  fera  connaître  l'ins- 
tant du  passage  par  le  périhélie^. 

2.  Il  ne  reste  donc ,  pour  Inapplication  de  la  méthode  précé- 
dente,  qu'à  montrer  eommept  on  formera  y  d'après,  tes  données 

de  l'observation,  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels  ;7-i  x» 

d*a    d^b 

-r~,  -f-^'  Voici  la  manière  la  plus  simple  de  procéder  à  celte 

opération. 

Soit  a  la  longitude  de  la  comète  à  l'instant  oii  l'on  fixe  l'ori* 
gine  du  temps  /;  on  prendra  pour  cette  époque  celle  de  l'ob- 
servation qui  tient  à  peu  près  le  milieu  entre  toutes  les  autres; 
on  pourra  au  bout  d'un  temps  quelconque  ^,  peu  éloigné  de 
cette  époque ,  supposer  la  longitude  a'  de  la  comète  repré- 
sentée par  la  formule, 

,  ,        da   ^   ^    d'à    ,     f      iPa   ^  .    . 

«'  =  «  +  t.3^+-.5^  +  ^.3,T+,etc.    (n) 

On  formera  autant  d'équations  semblables  à  la   précédente 

qu'on  aura  d' observations ,  et  l'on  pourra  déterminer  par  leur 

,        da    d^a 
moyen  autant  de  coefficiens  -7-  »  ^rj  9  etc. 

Prenons  donc,  pour  fixer  les  idées,  trois  observations  quel- 
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conques  de  la  comëte;  désignons  ptr  «^  0  9  a ,  les  trois  Ion-« 
gitudes  qui  lear  correspondent ,  et  soient  é  et  9^  les  espaces  de 
temps,  exprimés  en  jours  moyens  solaires ,  qui  séparent  res^ 
pectiyement  les  deux  obsenrations  extrêmes  de  l'observation 
moyenne;  on  aura,  d'après  la  formule  générale,  les  deux  éqna^ 
tiens  suivantes  : 


(la) 


Sî  Ton  nomme  b^^  h  ,  Vy  les  latitudes  de  la  comète ,  correspond 
dantes  aux  trois  obserrations ,  on  aura  de  même 

dt       i.a  <&"' 

La  résolution  de  ces  équations  donnera  les  valeurs  des  quatre 
quantités  j~  >  TT  >  ;j">  T^*  V^'^^  Vagissait  de  déterininer. 

'   Dans  les  équations  précédentes ,  les  intervalles  de  temps  6  et  V 

étant  exprimés  en  jours  moyens  solaires ,  pour  l'uniformité  du 

calcul,  on  lés  multipliera ,  n^S,  liv.  III,  par  te  nombre  dont  le 

logarithme  est8,a35582i,  et  l'on  convertira  en  même  temps  les 

arcs  a  —  a*,  b  —  6",  etc. ,  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité. 

L'exactitude  de  la  méthode  précédente  dépend  surtout  de  la 

,       da    db    d*à    d^b 
précision  des  valeurs  des  quantités  rny'T:>  "JZ  >  ^pr*  ^^*  ^^"" 

reurs  des  observations  doivent  influer  d'autant  plus  sur  les  deux 
dernières  qu'elles  seront  plus  petites;  il  sera  donc  bon  de  n'em- 
ployer,  comme  cette  méthode  permet  de  le  faire ,  que  la  plus 
grande  de  ces  deux  quantités. 

On  conçoit  qu'en  multipliant  les  observations  de  la  comète, 
on  pourrait  former  autant  d'équations  semblables  aux  équa- 
tions (12)  et  (i3)3  en  combinant  ensuite  ces  <[quations  par  U 
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méthode^des  moindres  carrés ,  on  formerait  quatre  nonrelles 

équations  qui  seryiralent  à  déterminer  les  inconnues  ;r"}  ;7~> 

-=-- 1  ^T*  ^^'^  »  indépendamment  de  la  longueur  des  calculs, 

on  a  reconnu  qu'on  n'était  pas,  par  ce  procédé ,  cooduit  à  des 
résultats  plus  certains ,  parce  que  les  erreurs  des  obserrations 
prenaient  alors  d'autant  plus  d'influen'ce  sur  les  résultats 
qu'elles  étaient  plus  nombreuses.  Il  faudra  donc  y  dans  cette 
méthode  comme  dans  les  autres  9  se  borner  k  employer  trois 
obseryations ,  nombre  strictement  nécessaire  pour  résoudre  la 
question ,  et  alors  elle  en  o£Prira  peut-être  la  solution  la  plos 
simple,  parce  qu'on  peut  se  seryir  immédiatement  des  données 
de  l'obserTation  sans  leur  faire  subir  aucune  préparation.  II 
suffit  à  la  sûreté  des  résultats  que  les  observations  ne  soient  pas 
trop  éloignées  entre  elles  pour  que  la  formule  générale  (11) 
cesse  d'être  convergente. 

3.  Pour  faciliter  l'usage  des  formules  précédentes,  nous  allons 
en  faire  l'application  à  la  comète  de  1Ç24»  dont  nous  ayons 
déjà  déterminé  l'orbite  d'une  autre  manière  dans  le  n**  a3da 
liyre  III. 

Je  choisis  les  trois  observations  suivantes,  qui  sont  séparées 
par  des  intervalles  de  temps  asses  inégaux  ;  cas  ob  il  sera  sur- 
tout avantageux  d'employer  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser ,  parce  que  celle  qui  est  développée  dans  le  livre  cilé 
suppose  toujours  les  différences  de  ces  intervalles  très  petites, 
et  que,  sans  cette  condition ^  elle  ne  donnerait  plus  des  résultats 
suffisamment  exacts* 

Longi t odes  observées.  Latitudes  oliservccs . 

Août.     4^92748      a?..  252^32' 29''      6°..,  48*  ^'jg'B 

16,93308      a*..  237.27.12        A....  55. 19.43 
Sept.     3,91004      a\..  2i8.  4*^4       ^^•••  61  •  \.!io. 

Si  l'on  prend  pour  époque  Fobservation  du  16  août ,  on  aura 

a  =  23  f  2/12%     V  A  ==  55»  19'  43*, 


DU  SYSTÈME  DC  MOUtÙE.  4^, 

et  pour  les  interralles  de  temps  fl  et  «'  c|ni  séparent  lei  deux 
«Aserrations  Atrémes  de  l'observation  moyenne 


>   • 


«'=îia?,oo56o,        <'_;,,, /^g^ggè. 

Si  l'on  ajoute  aux  logarithmes  de  chacun  de  ces  nombres,  le 
lojgarithme  constant  8.2355821,  et  si  Ton  réduit  les  arcs 
d'—a.a-^d  en  parties  du  rayon ,  on  fermera  les  deux 
équations  suirantes  : 

o.a63336  =  -  caoeSa»;.  J  4.  o.oai3a6.î?^ 

-  0.338196  «=    :    o.9f>9^i  .  ^.  +  0.04,815.  ?2, 
d'où  l'on  tire 

da  ^«^ 

5r.  =  —  1.202436,  _~  0.703698. 

On  aurait  de  même ,  relativement  à  la  feUlude^ 


I . 


—  o.iaSySi  =  —  o^aoâSaa.^  +  o.oai3a6.^ 
o.ïooa45  =,   a.3o9a43 .  ?f- 4.  0.047815 .  ^, 


•   r  t      i 


.  I 


d'oî»  l'on  jliir^  ^ 

■  ■•■tfô'  '■  •■      '  ■       ''  '■  •  '-^é-    •  ■   '  •  ■  ■  ' 

dt"^  p.4948a8,         ,  :  ^  tt».  ~'  *.io3768. 

On  a  d'aillÉurs,  par  les  tdJ«Édu  Sbre»  pùnr'  l'épocrae  ae  l'ob- 
■enration  moyenne,  •  >.      ■ 

A  =  3a3«53'29'  log.R.......  o.oo5i558, 

log.      R*     =  9-99478a6   log.«sin(A-^). , .  8.0684537. 


Atoc  ces  Talears  ,  on  a  formé ,  an  moyen  des  formules  (B) 
et  («) ,  les  trois  éqnations  suirantes  : 

Tome  II.  5^ 


4^  .  fPiÊOillE  AS^LTTIQUE' 


I  .  •        .<  • 


-  =  0.48820  +.o.283nî^,  (f-J-  ^*po5^9'^*7 

Km  •         •  % 

t|  =  — o,?48376,ç, 

.  '  '  .  •    C      :s      ••  •   '    •    ' 

et  leur  résolatifuoi/ia  (dtoiiné .  .A   '1 

r=3  1.24^4  9    C  =  <^«39399,    ;5' =  —  0.13726, 

d'tOu  t'oti  à  eottch^  par.ln  formule  (c) , 

on  a  trouvé  ensuite,  pour  la  distance  périhélie ,  et  pour  l'ins- 
tant du  passage  an  périhélie  >^ 

0  =  0.99999 y     itiét.  du  pass.  sept.  3o^,o37i. 

On  peut  y  aKeo  cm  âémen^  àppi*b'chéâ ,  ptôcéder  immédiate- 
ment à  la  détermination  exacte  de  l'orbite  par  les  méthodes 
exposées  da(iB  te  cîka^pit*e  It'du.45iè«€f.IM.—  -=  i.:^*;!*»  - 

Il  exrste  encore ,  pour  la  .détermination  de  l'orbite  desco- 
mètesi  plusig^^lV^ocles  généf^hipsnt "fondées  Mr*1èP^apport 
remarquable  qui  existe  entré  la  corde  qui  soustend  un  arc  qjael- 
conquede  parabole, les  deux  rayons  vecteurs menSi'li  ibs  'ettr£- 
mités,  et  le  tonps  employa  jk  le  décrire;  mais  nous  n'^trerons 
dans  a^|mi>r4é.tfiiLàçâ  ^ard»  parce;  <^0^n^f&ôâ4^^  quoi- 
que ingénieuses,  nous  paraissent  manquer  du|principal  avantage 
qu'on  doit  rechjBrch^r  j^^le^ftpplff^^tji^liSf  fe^uttdèila  sisipli- 
^ité  daos  les  ^calculs.'  .'iîm»./ .:::  :i  '* 


(,-    hcC.'.'C 


•    .   -    l 


':no.;)...(^— /-'^  ^"-'/'ï  ^^-C^^"'-'\  -     ;; 


»\«"»  / 


"  •  •  •  •  t 

I  1      »»  rf     •   ï 


*:'.; 


«  •  t    « 


•  -    - 


••I  :•■  "1         BIOTIi  V.  ' r 


«I  ^  «•■  \  «•  .  ^  *\ 


5ttr  /a  détermination  du  prochain  retour  au  périhélie 


ï'âebùiâ'  lôrs'l'occasion  de  renrex^djre.œica 
m'oocttpâût  a'Qii'memoHre  spr  Ja  détermip^l^  dc^jien(HdM^i 


t  propose  «or  ce  suj^et  ,^  ç(vir.ie,^flppcruf;8..ftfi,^«x».. 
En  ittèndaût  que  jë"  puHsé  publier  ce  \t^^^  pu.ipfïf/fÇr^  î^ 
Tais  en  extfaik^é  les  ï'i^sùllats^^qué  )'aî^  obtenus  relatiTement  a 
l'action  de  la  Terre  sur  la  comète  ^li te  (fy\BcM(yj^'iiàA\^9i^ 

La  grande  proximité  entre  la  comète  et  la  Terre  n'a  eu  lieu 

^P9fl1l^jjJ.^H<^'^^ '^^n^^^^^^'^^P^  mganAer  rkidtiôh  de'iidtfe' 
planète  comme  insensible.  La  comète  s'est  ensuite  approÙKéë' 
dq.;plw  fçp-B^Vft  .4*te:Tfr>^  i)épilis>«^<ia  lùàrsyiifistant  dû  pls- 
sage». jf^r^fu^  ^29  9^trih»épo<|»e^iiitii[â9fibinw  était  ttl6thd/è  i^iië' 
le  quf^  dfkj^  4ii»t4naedelKTarrëaUSdi0il^i^2f\éne^t  éri 
Rapi4^meni<él9«néey  (Abientètla  Tei^^ià  iÀm'^&^mp'iii^^ 

If  J(¥¥^949;  diihli%.35;^lLWf  HI  ixek^  eiv  fhisMi  Wi^i^  'dèfidc'gt^  ' 
ef^.d!^^  l'ao^ftiiiÎAfXceiftirtqiia^lles  lil^rratiitos  des  dWà^^éré^' 
i|ieps.^:l'od>it^r^iiUaMM  dâ  l'a<)tîoii  de  k  I%rire  ;*  pëiiafaîil^ 
la  ré¥0)«tichi  Kfstutflfe^iidèpwsio^  ^wpf^^^i^fSl^  ])ans''àëttè'^\a-'' 
Im^ipPirJQ  «^'<li  ^MltapiKteci^pieidei]?^  Téi^rë^^rle  ' 

Si^^  IIWmX|tt«iif'l4  CHirtpcftéHqM  od^etiMi  së'^é6ti!ipkn^ni'%'  ' 


5oo  ,  THÉORIE  AHILTTIQUE 

de  cet  astre,  pendant  rinterralle  qni  découle  entre  1759  et  te 
prochain  passage  de  la  ccni^e.iMY  ^Uielie.  Cela  posé,  j'aî 
trouTé 

fin  a  o' ,  oai^SS. 

Les  Tai^iations  desau^i^çléi^^fyn^i^lp^Bibles ,  et  les  ya- 
leurs  des  trois  miéghUe^Jldnf  /dm,  fdt ,  par  exemple,  ne  s'élirent 


es  p< 

fipn  àiionnllistrqùe  dip'là  comète.  Si  l'on  prend  pour  t  l^jaleur 
28007^  (petioas  àTÔhs  trouTée  h""  ;4'^ ,  r livre  cîté,  on  aura 


On aullA dblnic,'|N>tir  sa  ▼aleur  complète. J^==+4493i*'.> ^4 »  ^^ 
etk  ndmniant T'PitiCer tâïté  dç  .temps  compris,  çntre  Iq  p^^ssage 
a%  périhélîé'i7S§  et  le  passage  OTocbam,  ou  a^ura    .., 

çeqiiî ,  i^ compte^ dli^i^,3. mai^  1769, dontie le  aiS'norcinbiie 
iQ35,.  pour  l'époque  du.  pBoqbaîn  pelotir  de  ta  conàète'&  son 
périhélie..  \  •  .  ^i'»"-  •/  r  •  ••    •'  •  '  •  •*•'""* 

L'éTaTnation-précédeiite^porteià*!  4^  ,9  le  retard  qtie  îâ  comète 
éprouKc  dans  sa  .mardie  par'FaoïtoH'de  fa  TetVel  Biïrckart 
ay^ittroRyé  i&'  pour!fie^retard'V!eilMl11>tfittdiseàil  ykiùl  Va  pa- 
rçjOyefnent  calculé,  l'ar  fisé'à  iis/r.seiildOiei»tJiÂtti^eâft($y  cette 
dj^tcrmjpation  est  foct.  délicate:,  ot>ro>!M<do{tii^«itè^i^N^  t'j^lti^ 
sieur^ jours, (j^^ç|çeriÂlud^,i ai  Bon tfk  pas kàn dètetsci^rerautant 
qiie\pQ;;^le  l^s.iHM^rMlbss- id'anonttAie^ea  fléndant 

Tpspiftc^  où  .la,./x>i|9ièt^i  aVpprocha  héÊmèovf^éiîik'  Terre;  La' 
méthode  <lue.,J^f  PM|iaf}sqau*ii  Sairî»  idans  son  'CafciA'ditffii'è  de 
celle  qpe  .Vpii  emploif^tfordinaiDè'iifnriiidpalemieiit  èn^oe  qu^a 
lieu  de  pr^re  l'aoîdinaUe.  taipco^tkfm  pbbr  afaHeîne  ^efa 
coif  i'be^pajr^Uqii|9  ^  ^uidoùe-  par  saîqiadnltnré  les  yarii^ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  Soi 

tioBS  finies  de  chaoon  dét  éiémens  de  Porbite  >  il  choisit  ie 
temps  pour  cette  Tariable.  Ce  procédé  ,  dont  Eoler  a? ait  déjà 
fourni  l'exemple  dans  une  occasion  pareille,  peut  être  a^an*- 
tageox  lor^u'il  s'agit  des  knmëtes  k  courtes  périodesy  parce  que , 
dans  la  partie  supérieure  de  Porbite  i  les-  degrés  d'anomalie 
elCentrtqne  répondant  à  des  intenralles  de  temps  beaucoup  ' 
plus  considérables  que  dans  ia  partie  mfôrienre,  il  en  résuto 
des  Târiaiions  fort  inhales  dans  les  étémens  dé  Porbite.  ^^i  la 
méthode  proposée  par  Mi  Damoiseau  otfre  donc  toute  la  sûreté 
et  la  simplicité  désirables  dans  les  applications  numériques ,  il 
serâbob  de  l'adopter  pour  ce  cas.  Cest  à  l'expérience  à  décider 
cette  question  (*). 

r^ÔTE  VI. 

Sur  le  plan  invariable  du  système  planétaire. 

Je  n'ajouterai  que  quelques  mots  k  ce  que  j'ai  4^t  sur  cet 
objet  9  dans  le  nP  .79  du  second  livre.  Les  adversaires  de  Jia! 
théorie  connue,  de  ce  pifii  prétendent  que   les  changemens 
que  peuvent  produire  dans  sa  position  Pellipticitéet  la,rota-. 
tion  du  Soleil  avaient  édiappé  àPesprit  si  clairvoyant  de  son  ^ 
inventeur  I  et  que ,  par  ce  fait  même,  la  détermination  4^.^. 
plan^  t^le  qu'elle  résulté  de  ses  formules,  est  iqçompl^te..  11; 
est  &cile  de  répondre  à  cet  argument.  En  effet ,  si  des  -varia- 
tiops  dues  aux  causes  ci-dessus   mentionnées  existaient  daps 
la  position  du  plan  invar^blci  c^estaux  équations  même  du\ 
mouvement  de  translation  des  corps  célestes >  qu'il  faudrait  rC'- 
courir  pour  les  déterminer.  Nous  avons  montré  dans  le  n°  10 
du  livre  cité  9  que  les  circonstances  inhérentes  k  la  copslitu-. 
tion  de  notre  système,  planétaire  autorisent  ànégliger  dai^s.  ce 
mouvement  tous  les  termes  provenant  de  la  figure  non  el^pr. 
tique  du  Soleil  et  des  planètes '^  c'est  ce  qu'a  fait  Laplace,  c'est 
ce  qu'ont  fait  tous  les  géomètres  qui  Pont    précédé  ;  bien  plii^if 

m 

(*)  Connaissance  des  7Vm»poiir  i83a. 


I  » 
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liApbice  ft'<$t  afliUfféi  par  «n  eakulldireel,  qaè  ces  temes 
ibieiil  en  effet  iiueiisîbles ,  et  q«e*  la  sUbUîté  du  sjstèine  du 
noiide«'en;poaTait  êUre^aUérée^  ffileii  éfeait  autranmi  ^  nous 
en  aérions  avertU  par  robmrfaHon  ;  et- œ  ne  semient  rpas  «lors 
h$'.  diangfsmens  peu  imporlana  du-  plan  întariaUe  qu'il  nevs 
£Midcaît  d'abord  eohsidéver ,  on  seraient  les  inégalitAa  nontettes 
qne  nons  aperœfrionadans.leS'ièxcentrioités  et  dans  les  po- 
aiti6viade8oriksp1anétaîres.FkHirilesdéliQrnumsr,  ilanffiraitd'm-* 
tvodftire  dans  l^dére^panént  de  làrfemiioa  pertnrliatrke 
les  termes  dus  à  la  nonrapliMérjcité  dûs  plsaiètes  et  du  Soleil.  Do 
iirriterait  ainsi  de  la  manière  )a  pto^jm^e'attx  formules  d'os 
dépend  la  position  du  plan  iavariable  daas  6e  uénTeau  sjst 
tème.Leur  réduction  en,  nomhre^i^e  ^rait  pas  aussi  facile  ^  il 
est  Trai,  parce  qu'elle  dépendraft  dès  trois  momens  d'inertie  du 
Soleil,  qui  nous  sont  totalement  inconnus:  mais  heureusement 
la  reclierche  de  c^  plan  «est  un  *  ob]ét  de  ymre  cnrîosité ,  et  ôëluî 
que  nous  devons  à  Laplace  suffit  à  nos  besoins.  L'inyariabilité  de 
oedei^er  Consiste  eh  ce  que,  h  toutes  les  époques,  dans  les  siècles 
les  plus  reculés ,  les  astronomes  le  r'ètrbuyeront  à  la  même 
place  que  nous  lui'assignons  -anjoiiiiilni.  nTenr'sàflHra'^  j[k)ur 
déterminer  sa  position  relatÎTcment  à  dn  j^lan  quelconque  mené 
arbitrairement *par  te  ôeiitlre  du'Sàleit,  de  î*econnaifre  par  l'ob- 
servation les  matôes  des  planètes',  iW grands  a^es  etles'excen- 
tHciléir  dé  leùr^  orbites,  ainsi  que  liés  inclinaisons  et  les  longî* 
tildes  des  noHids  de  des'or^ttesrs^oVtée^  au  même  plan.  Dans 
l'état  actuel  du*  ^stèitie  solaire,  <^èiii:  (^aùsespeûVent  seules 
fâiî^e  éprouver  à  cef  plan  dies  déran'gèïné^&sbrisiblles;  La'  première 
serait  le  cas  où  quelque  'planète', 'ÎQs<jfu'ici  inconnue',  où  feîen 
lés'coihètes'  doWt  noiis  nVvottsrj[)6mt"cotisiHléré  ractiôn  /influe- 
raienf 'd^iine'nlanièrè  appréciiâWè  sur  sa^podtîôii  ;*  ïa  seconde , 
lë'^càs'TûftJ  par^qùelqûe  grande  cîatiàtropHe  dé  ta -nature,  quel- 
qii!tïnè ''dès  {^Itû/^  grosses' plànèteài  âèrlaît'toût  à  cdup  anéan-' 
tie  i  et  césiertrit  dé  'parlîcîfler  ,  pâ^  sbû  '  aotibd ,  ati  itetfuvem^'>t 
général  a«^  syêtèWie. .    ?^     .  ^ 


r    1"    i  •'.*  ■  \ 
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5o4  THÉORIE  ANALYTIQUE  DU  STfiTÈUfi  DU  MONDE. 

Les  Taleurs  de  it»  rlf  etc. ,  contenues  dans  ce  tableaa ,  sap- 
fM>8eDt  que  le  temps  t  est  exprimé  en  années  et  fractions  d'an- 
nées juliennes.  Les  moyennes  dislances  en  ont  été  conclues  par 
la  loi  de  Kepler ,  en  prenant  pour  unité  la  distance  moyenne 
du  Soleil  à  la  Terre.  Enfin ,  toutes  les  longitudes  sont  comptées 
de  Féquinose  moyen  du  printemps,  à  l'époque  du  x*'  jan- 
yier  1801 ,  et  Ton  doit  se  rappeler  que  l'on  entend ,  dans  les 
tables  astronomiques,  par  longitude  du  pirihilie^  la  distance 
angulaire  du  périhélie  au  nœud  ascendant,  augmentée  de  la  lon- 
gitude du  noeud. 


Masses  des  planètes,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 
unitë,  ou  valeurs  de  m,  m*,  etc. 


Mercure.'.  > p^ — . 
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